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Résumé

L’objet de cette thése est le développement de méthodes PARAFAC généralisées pour l'ex-
traction aveugle de sources dans les systémes de communications sans fil ol au moins trois
diversités sont disponibles a la réception. Nous nous situons dans un contexte multi-utilisateurs
qui communiquent simultanément dans la méme bande de fréquences vers une station de base
réceptrice équipée d’un réseau d’antennes. Si les signaux recus sont de type CDMA, les diver-
sités spatiales et temporelles ainsi que la diversité de code conférent au signal global recu une
structure multilinéaire, résultant du mélange des signaux de tous les utilisateurs. Etant données
ces trois diversités, on peut en effet stocker les échantillons de ce signal dans un tenseur des
observations d’ordre 3, c’est a dire un cube. Le contexte aveugle de notre approche implique que
ni les séquences d’apprentissage ni les codes CDMA des utilisateurs ne sont connus au niveau
du récepteur.

Pour estimer les symboles transmis par les utilisateurs, nous exploitons uniquement la struc-
ture algébrique multilinéaire du tenseur des observations. Le probléme consiste a décomposer ce
tenseur en une somme de contributions, ot chaque contribution caractérise entiérement un uti-
lisateur dans les trois dimensions. Toutefois, la séparation des signaux est effective uniquement
si la décomposition tensorielle est unique.

Jusqu’a présent, cette approche multilinéaire a été utilisée en télécommunications pour des
canaux de propagation non-sélectifs en fréquence. Dans ce cas, la séparation des signaux d’in-
térét peut étre réalisée par la décomposition PARAFAC du tenseur des observations, qui est
également utilisée dans de nombreux autres domaines tels que la chimiométrie ou le traitement
d’image.

L’objectif central de cette thése est de développer des récepteurs algébriques multilinéaires, afin
de réaliser conjointement la séparation et 1’égalisation aveugles des signaux CDMA transmis
dans un canal a trajets multiples engendrant de I'Interférence Entre Symboles (IES).

L’idée principale est de construire des décompositions tensorielles plus générales que PARAFAC,
afin de prendre en compte ce modéle de propagation. Notre approche est déterministe, ce qui
signifie qu’elle peut étre utilisée pour des séquences courtes, limitant ainsi la contrainte de
stationnarité temporelle du canal pendant la durée d’observation.

Dans un premier temps, nous montrons que pour un scénario de propagation par trajets mul-
tiples, les contributions des utilisateurs ne sont pas des tenseurs de rang 1 comme dans le cas
PARAFAC, mais ont des structures plus complexes, constituées de composantes matricielles
et tensorielles. La solution au probléme de séparation et d’égalisation aveugles peut ainsi étre
obtenue par une nouvelle décomposition tensorielle du tenseur des observations : la décompo-
sition en composantes blocs. On dit alors que ce tenseur suit un modéle en composantes blocs,
une généralisation du modéle PARAFAC. L’analyse en composantes blocs peut également étre
adoptée dans d’autres systémes ol au moins trois diversités sont exploitables (par exemple la
diversité de code remplacée par une diversité de sur-échantillonnage temporel).

Dans un second temps, nous nous intéressons au développement d’algorithmes robustes pour
le calcul de la nouvelle décomposition. Nous proposons d’abord un algorithme des moindres
carrés alternés (ALS pour “Alternating Least Squares”). Cependant, cet algorithme présente
les mémes inconvénients que son équivalent pour PARAFAC : sensibilité aux minima locaux et
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au conditionnement des données. Nous montrons alors que l'insertion d’une étape de recherche
linéaire avec pas optimal complexe avant chaque étape de ’ALS permet d’accélérer considé-
rablement la convergence. En outre, nous proposons également l'adaptation d'une méthode
d’optimisation de type Gauss-Newton au calcul de la décomposition en blocs : I'algorithme
de Levenberg-Marquardt. L’intérét de cet algorithme est sa convergence quadratique dans les
itérations finales, ainsi que sa robustesse aux données mal-conditionnées et a 1’effet “near-far”.
Enfin, nous montrons que la diagonalisation conjointe d'un systéme de matrices permet égale-
ment de calculer la nouvelle décomposition. Cette approche implique notamment une nouvelle
borne d’unicité de la décomposition, c’est a dire un plus grand nombre d’utilisateurs simulta-
nément admissibles dans le systéme.

Abstract

The goal of this PhD. Thesis is to develop generalized PARAFAC decompositions for blind
source extraction in wireless communication systems, where at least three diversities are avai-
lable at the receiver. We assume that several users transmit at the same time within the same
bandwidth towards an antenna array. In the case of CDMA signals, the spatial, temporal and
code diversities give a multilinear structure to the global received signal, which itself results
from a mixture of users’ signals. Given these 3 diversities, we can store the samples of this global
signal in a third order tensor, i.e., a cube. The blind context of our approach implies that nei-
ther the learning sequences nor the CDMA codes are known by the receiver. In order to blindly
estimate the symbols of each user, we only exploit the multilinear algebraic structure of the
observation tensor. The problem consists of decomposing this tensor in a sum of users’ contri-
butions. However, the separation of all signals can be done only if the tensor decomposition is
unique.

Until now, the multilinear approach has been used in wireless communications for instantaneous
channels. In this case, the separation of users’ signals can be done by means of the PARAFAC
decomposition, which is commonly used in other applications such as chemometrics or image
processing.

The main objective of this Thesis is to develop multilinear algebraic receivers in order to perform
the blind separation-equalization of CDMA signals transmitted through a multipath propaga-
tion channel with Inter-Symbol-Interference. The main idea is to build tensor decompositions
more general than PARAFAC to take this propagation scenario into account. Our approach
is deterministic so it can be used with short symbol-sequences, which means that the channel
does not need to be stationary over long periods.

In a first step, we show that, under the multipath propagation scenario assumption, users’
contributions are not rank 1 tensors as in PARAFAC. These contributions have in fact a more
complex structure since they are built from matrix and tensor components. The solution can
thus be obtained by the decomposition of the Block Component Model (BCM), which genera-
lizes PARAFAC.

In a second step, we develop several algorithms for the computation of the BCM. We first pro-
pose an Alternating Least Squares (ALS) algorithm. However, this algorithm has some draw-



backs such as sensitivity to local minima and ill-conditioned data. We then insert a Line Search
scheme with optimal complex step before each ALS iteration, which speeds up convergence.
Finally, we adapt a Gauss-Newton type optimization technique, the Levenberg-Marquardt al-
gorithm, which provides quadratic convergence properties and is less sensitive to the near-far
effect.

Finally, we show that the BCM decomposition can also be calculated by a simultaneous matrix
diagonalization technique. This approach implies a new, more relaxed, bound on the number
of users that are simultaneously allowed in the communication system.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte scientifique

En traitement du signal pour les télécommunications sans fil, la conception de systémes & grande
efficacité spectrale garantissant un accés simultané a plusieurs utilisateurs dans la méme bande
de fréquences est essentielle.

Parmi les techniques d’accés multi-utilisateurs existantes, I’é¢talement de spectre par codage
CDMA (Code Division Multiple Access) est actuellement utilisée dans les systémes civils de
communications mobiles de troisiéme génération (UMTS) [1]. Dans la liaison montante, le
récepteur recoit ainsi un mélange des signaux transmis simultanément par tous les utilisateurs.
Ces signaux sont affectés par les effets du canal de propagation tels que les atténuations et les
retards dus a la propagation par trajets multiples ainsi que par le bruit thermique provenant
notamment des composants analogiques de la chaine de communication.

Le signal global recu par la station de base doit donc étre traité numériquement de maniére a
i) isoler la contribution de chaque utilisateur : ¢’est I’étape de séparation ou d’extraction de
sources.

ii) identifier le filtre caractérisant le canal de propagation pour annuler I'Interférence Entre
Symboles (IES) engendrée par les trajets multiples : il s’agit de I’étape d’égalisation.

Dans les systémes dits coopératifs, la séparation est effectuée en exploitant la connaissance
des codes CDMA alloués aux utilisateurs tandis que I'égalisation est effectuée a l’aide d’une
séquence d’apprentissage. Cette derniére est transmise périodiquement par les utilisateurs et
subit elle-méme les effets du canal. La connaissance a la réception de la séquence d’apprentissage
originale permet ainsi d’identifier le canal et d’en compenser les effets sur les données “utiles”
transmises.

Cependant, cette séquence doit étre transmise d’autant plus fréquemment que le canal varie
rapidement au cours du temps, a cause par exemple du mouvement des utilisateurs. Ainsi,
environ 25 % du débit total disponible est consacré a apprentissage en GSM et jusqu’a 50 %
en UMTS.

Dans ce contexte, les méthodes aveugles suscitent un vif intérét en traitement du signal pour
les téléecommunications car elles consistent a effectuer les opérations de séparation et d’éga-
lisation sans utiliser la connaissance des codes CDMA ni celle des séquences d’apprentissage

2
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a la réception. Dans le domaine civil, ces méthodes peuvent donc contribuer de maniére si-
gnificative a I'augmentation du débit utile soit en supprimant les séquences d’apprentissage
(méthodes “purement” aveugles), soit en réduisant leur taille (méthodes “semi-aveugles”). Dans
le domaine militaire, I’approche aveugle peut étre utilisée pour intercepter des communications
et permettre une écoute discréte, dans la mesure ou la connaissance des codes CDMA n’est pas
requise.

Outre la problématique d’accés multiple, les nouveaux systémes de communication doivent
répondre a un besoin sans cesse croissant en terme de débit. Depuis 'avénement des techniques
MIMO [2], les systémes multi-antennes sont en plein essor car l'utilisation de plusieurs antennes
a I’émission et a la réception permet d’améliorer significativement 'efficacité spectrale.

Les travaux menés au cours de cette these visent & développer des méthodes aveugles pour
des systémes de communications MIMO-CDMA. L’aspect fondamental et novateur de notre ap-
proche réside dans I'utilisation de ’algébre multilinéaire, particuliérement adaptée aux systémes
ou plusieurs diversités peuvent étre exploitées simultanément.

1.2 La séparation aveugle : formulation matricielle

De maniére générale, la séparation aveugle de sources consiste a estimer des signaux inconnus
uniquement a partir d’'un mélange observé de ces signaux. Classiquement, ce probléme est
formulé de maniére algébrique matricielle sous la forme Y = H - S, ot 'objectif est d’identifier
la matrice de mélange H et/ou la matrice des sources S uniquement a partir de la matrice des
observations Y fournies par le (ou les) capteur(s). Selon I"application considérée, ces matrices
n’ont pas la méme interprétation.

L’application sans doute la plus connue est le “cocktail party problem”. Supposons que I'on place
plusieurs microphones dans une piéce ou plusieurs personnes parlent simultanément. L’enregis-
trement de chaque microphone est un brouhaha résultant d’'un mélange de toutes les voix. En
utilisant tous les enregistrements, il est cependant possible de retrouver le discours de chaque
locuteur. Dans cette application, la matrice Y collecte les échantillons de tous les enregistre-
ments et la matrice S collecte les échantillons du discours de tous les locuteurs présents. La
matrice de mélange H inconnue dépend de 1'acoustique de la piéce et de 'emplacement des
microphones. En pratique, la réverbération des voix sur les murs provoque un effet d’écho sur
chaque enregistrement. Dans ce cas, la matrice Y résulte d’'un mélange convolutif si bien qu’il
faut résoudre un probléme de déconvolution, outre le probléme initial de séparation. Si au
contraire les réverbérations sont négligées, on dit que le mélange est instantané. Le nombre de
capteurs K et de sources a estimer R ont une réelle importance dans la formulation matricielle
car ils conditionnent les dimensions de H et donc l'inversibilité du probléme. On dit que le
mélange est sur-déterminé si K > R et qu’il est sous-déterminé si K < R.

Il existe de nombreuses autres applications de la séparation aveugle de sources. Par exemple,
dans le domaine biomédical, ces méthodes peuvent étre utilisées pour séparer le battement de
coeur d’'un foetus de celui de sa mére [3]. Il existe également des applications en sismologie [4],
ou encore en mécanique pour détecter un défaut sur des machines tournantes |5, 6].

Dans le domaine des communications sans fil, la séparation aveugle de sources fait également
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I'objet de nombreux travaux de recherche. Dans ce cas, la matrice Y représente par exemple
les observations fournies par le réseau d’antennes réceptrices. La matrice H caractérise le canal
de propagation et la matrice S contient les symboles numériques transmis |7, 8|.

Les techniques dites a “sous-espaces” sont fondamentales pour la résolution du probléme de
factorisation matricielle Y = H - S [9-11].

On distingue classiquement deux grandes approches : 'approche purement statistique et 1’ap-
proche purement déterministe.

Le concept fondamental de I’approche statistique est “I’Analyse en Composantes Indépendan-
tes”, notée ACI [12]. L’idée de ’ACT est d’extraire du mélange observé des composantes aussi
indépendantes que possibles, en supposant que les sources présentes dans le mélange sont elles-
mémes statistiquement indépendantes. I.”ACT est classiquement effectuée grace a 'utilisation
des statistiques d’ordre deux [13-15] ou d’ordre supérieur [16-23].

L’approche purement déterministe repose quant a elle sur la structure algébrique des signaux
eux-mémes et non sur la structure algébrique de leurs statistiques.

Observons d’abord que la matrice Y peut aussi s’écrire’ Y = (H-P~!)-(P-S), ou la matrice non-
singuliére P représente I'indétermination intrinséque a la factorisation matricielle. En calculant
la SVD de Y on peut estimer les sous-espaces C'ol(H) et C'ol(S). Les matrices H et S consistent
alors en des combinaisons linéaires inconnues des vecteurs de ces sous-espaces. Cependant, toute
matrice P choisie dans I’ensemble des matrices non-singuliéres de taille R X R méne a la méme
matrice Y. Les matrices H et S ne peuvent donc étre a priori estimées qu’a cette indétermina-
tion prés. Pour restreindre cette indétermination, on peut imposer des propriétés déterministes
connues sur les matrices H et/ou S. On peut par exemple s’appuyer sur ’hypothése que les
éléments de S appartiennent a un alphabet fini ou ont un module constant [24-26|. De plus, si
H ou S ont une structure particuliére (Toeplitz, Van der Monde, ...), on peut également forcer
cette structure de maniére a réduire I'indétermination [7,27, 28].

Certes, les méthodes statistiques et déterministes ne sont pas disjointes et peuvent étre combi-
nées. Toutefois, les premiéres nécessitent en général un plus grand nombre d’observations (i.e.
d’échantillons) que les secondes, durant lesquelles la matrice de mélange est considérée comme
temporellement stationnaire. Les méthodes déterministes peuvent fonctionner sur des trames
trés courtes, ce qui limite la contrainte de stationnarité temporelle du canal. De plus, si le
modeéle statistique des données n’est pas connu ou s’il ne peut pas étre estimé de fagon fiable,
recourir & une approche déterministe est une solution adéquate.

Les méthodes déterministes nécessitent une modélisation précise et réaliste du probléme. Ainsi,
dans la mesure ot les dimensions des matrices impliquées dépendent de certains paramétres du
systéme, ceux-ci doivent étre connus ou estimés préalablement.

Les méthodes aveugles développées dans ce manuscrit sont purement déterministes. L’originalité
de celles-ci réside dans la formulation algébrique du probléme sous une forme tensorielle, par
contraste avec la formulation matricielle précédente.
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1.3 Formulation tensorielle

L’idée de base dans les systémes MIMO est le traitement spatio-temporel, o le temps (dimen-
sion naturelle) est complété par une dimension spatiale inhérente a 1'utilisation de plusieurs
antennes. Or, dans le cas de signaux CDMA transmis vers un réseau d’antennes, une troisiéme
dimension (la dimension du code) peut aussi étre exploitée.

Par conséquent, les diversités spatiale, temporelle et de codage conférent au signal global regu
une structure algébrique multilinéaire. Ainsi, lorsque trois diversités peuvent étre exploi-
tées simultanément & la réception, les échantillons de ce signal peuvent étre stockés dans un
tenseur d’ordre 3 (i.e. un cube) qui posséde une structure algébrique beaucoup plus riche qu'un
tenseur d’ordre 2 (i.e. une matrice).

Ce tenseur des observations résulte d’'une somme des contributions de tous les utilisateurs qui
communiquent simultanément. Résoudre le probléme de séparation et d’égalisation aveugles
consiste alors & décomposer le tenseur des observations de maniére a estimer ces contri-
butions.

Sidiropoulos, Giannakis et Bro furent les premiers & adopter une technique d’algébre multili-
néaire dans le domaine des télecommunications [29]. Ils ont montré que pour chaque utilisateur,
I’estimation aveugle conjointe des symboles, du code CDMA et de la réponse des antennes ré-
ceptrices peut étre obtenue par la décomposition en termes de rang 1 d'un tenseur d’ordre
trois ou décomposition PARAFAC (pour PARAllel FACtor) [30]. Cette formulation n’est
toutefois valable que pour un canal non-sélectif en fréquence.

1.4 Principaux objectifs et résultats

Les travaux effectués durant cette thése sont une généralisation des travaux de [29]. L’objectif est
de développer des récepteurs algébriques multilinéaires pour la séparation et I’égalisa-
tion aveugles conjointes de signaux CDMA recus par un réseau d’antennes, aprés propagation
dans un canal sélectif en fréquence engendrant de I'ES. [’axe central de nos travaux consiste
a développer de nouvelles décompositions tensorielles généralisant PARAFAC, afin de prendre
en compte ces modéles de propagation plus réalistes, ou trajets multiples et IES
sont présents. Nous nous situons dans un contexte multi-utilisateurs, ceux-ci communiquant
simultanément dans la méme bande passante vers le réseau d’antennes réceptrices.

1.4.1 De nouvelles décompositions tensorielles

Dans un premier temps, nous avons montré que pour un scénario de propagation par trajets
multiples, les contributions des utilisateurs ne sont pas des tenseurs de rang 1 comme dans le
cas PARAFAC, mais ont des structures plus complexes, constituées de composantes matricielles
et tensorielles. Nous avons ainsi introduit un nouveau modéle multilinéaire généralisant PARA-
FAC, le modeéle en composantes blocs ou BCM pour “Block Component Model” [31-35].
[’analyse en composantes blocs peut étre adoptée dans d’autres systémes ol au moins trois
diversités sont exploitables (par exemple la diversité de code remplacée par une diversité de
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sur-échantillonnage temporel) et ou le modéle PARAFAC n’est pas suffisant pour représenter
les signaux présents.

L’idée générale peut donc étre résumée ainsi : en exploitant les diversités disponibles a la récep-
tion, on peut collecter les échantillons du signal global recu dans un tenseur des observations;
la décomposition de celui-ci en composantes blocs permet ensuite d’exhiber les contributions de
tous les utilisateurs présents dans le mélange et d’en estimer les symboles de maniére aveugle.
Toutefois, la structure du tenseur des observations différe selon le scénario de propagation
envisagé. Nous avons considéré les deux scenarii suivants, dans la liaison montante :

S1 : Les réflexions dues aux trajets multiples ont lieu uniquement dans le champ lointain des
antennes réceptrices et engendrent de I'TES (milieu rural),

S2 : Les réflexions dues aux trajets multiples ont lieu non uniquement dans le champ lointain
des antennes et engendrent de 'TES (milieu urbain).

Pour le modéle de propagation S1, la solution est obtenue par la décomposition en termes
de rang-(I,1L,1) du tenseur des observations, notée BCM-(L,L,1) pour “Block Component
Model with rank-(L,L,1) terms” [36-38]. Dans ce cas, la contribution de chaque utilisateur
est caractérisée par 2 matrices de rang L ainsi que par un vecteur, ot L est la longueur de
la Réponse Impulsionnelle (R.I.) du canal équivalent discret en nombre de périodes symboles.
La premiére matrice représente la convolution du code CDMA par la R.I. du canal sélectif
en fréquence (diversité de code ou de sur-échantillonnage). La seconde matrice représente les
symboles transmis avec IES (diversité temporelle). Le vecteur collecte le gain des antennes
(diversité spatiale).

Pour le modéle de propagation S2, la solution est obtenue par la décomposition en termes
de rang-(L,P,.), notéee BCM-(L,P,.) pour “Block Component Model with rank-(L,P,.)
terms” [31,32]. Dans ce cas, la contribution de chaque utilisateur est caractérisée par 2 matrices
de rangs respectifs L et P, et par un tenseur. . a la méme signification que dans le modéle
précédent. La matrice de rang L contient les symboles transmis avec IES. P est le nombre de
trajets discrets vus par les antennes, chacun avec son propre angle d’incidence sur le réseau
d’antennes. La matrice de rang P contient la réponse des antennes selon I'angle d’arrivée des P
trajets. Enfin, le tenseur représente le canal global sélectif en fréquence.

Notons que ces nouveaux outils mathématiques dépassent de loin le contexte applicatif exposé
dans cette thése, a savoir le traitement du signal pour les télécommunications. En effet, dans la
mesure ol le champ applicatif de la décomposition PARAFAC s’est considérablement élargi de-
puis 1970 (chimiométrie, imagerie spectrale, représentation de séquences vidéo, reconnaissance
de visages, traitement de données multivariées, etc), les outils que nous proposons ouvrent de
nouvelles perspectives de recherche dans ces domaines.

1.4.2 De nouveaux algorithmes

Dans le cas de la décomposition PARAFAC, la conception d’algorithmes de calcul robustes et
rapides a donné lieu a de nombreux travaux de recherche [39-46|. Le développement de tels
algorithmes pour le calcul des nouvelles décompositions tensorielles s’inscrit donc naturellement
dans notre démarche.

Nous avons d’abord développé un algorithme des moindres carrés alternés (ALS pour “Alter-
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nating Least Squares”) pour le calcul de la décomposition du BCM. Cependant, cet algorithme
présente les mémes inconvénients que son équivalent pour PARAFAC : sensibilité aux minima
locaux et au conditionnement des données.

Nous avons ensuite proposé d’insérer une étape de recherche linéaire avec pas optimal complexe
(ELSCS pour “Enhanced Line Search with Complex Step”) avant chaque étape de 1’ALS.
L’algorithme résultant est nommé ALSH+ELSCS. Cette technique est une généralisation de la
méthode ELS (pour “Enhanced Line Search”) proposée dans [40,41]. L’étape ELSCS s’applique
ainsi aux tenseurs complexes du modéle PARAFAC ou BCM. Cette étape est trés peu cotiteuse
et permet d’accélérer considérablement la convergence.

Ensuite, nous avons adapté une méthode d’optimisation de type Gauss-Newton au calcul du
BCM, T’algorithme de Levenberg-Marquardt, noté LM. L’intérét de cet algorithme est sa
convergence quadratique dans les itérations finales, ainsi que sa robustesse aux données mal-
conditionnées et a l'effet near-far [31,47]. 1l reste toutefois relativement cotiiteux en temps de
calcul pour des données de grande taille.

Dans cette optique, nous avons montré qu'une étape préalable de réduction des dimensions du
tenseur avant le calcul de sa décomposition permet d’alléger considérablement le cotit de calcul
sans perte significative sur la précision finale.

Enfin, pour chaque modéle multilinéaire considéré, nous proposons une technique de calcul
basée sur la décomposition en valeurs propres (EVD). Cette technique simple et non-itérative
n’est utilisable que si certaines conditions sur les dimensions du tenseur des observations sont
respectées. Si le tenseur des observations n’est entaché d’aucun bruit, i.e., la décomposition est
exacte, alors celle-ci peut étre calculée par simple EVD matricielle. Si au contraire le tenseur
initial est bruité, cette technique peut étre utilisée pour initialiser les algorithmes itératifs
d’optimisation.

1.4.3 Une nouvelle borne d’unicité

Enfin, nous nous sommes intéressés a l'unicité des décompositions en blocs. Cet aspect est
primordial car les décompositions tensorielles se doivent d’étre unique pour permettre l'identi-
fiabilité de toutes les contributions présentes dans le mélange.

Pour le modéle PARAFAC, il a été montré récemment [42,43, 48] que la décomposition peut
étre calculée par la résolution d’un systéme de matrices a diagonaliser conjointement. Il s’avére
que cette approche implique une nouvelle borne sur le nombre d’utilisateurs simultanément
admissibles dans le systéme, beaucoup moins contraignante que la borne de Kruskal [49].

Dans la continuité de cette démarche, nous avons montré que la décomposition du BCM-
(L,L,1) peut également étre calculé par diagonalisation simultanée (SD) [50]. Outre un nouvel
algorithme, nous prouvons l'existence d’une nouvelle borne d’unicité pour ce modéle, moins
contraignante que la condition suffisante démontrée dans [34].
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1.5 Plan du document

Le document est organisé de la maniére suivante. Dans le chapitre 2, nous introduisons les
notations et les définitions d’algébre multilinéaire qui sont utilisées dans ce manuscrit.

Dans le chapitre 3, nous rappelons le principe de la décomposition PARAFAC puis nous in-
troduisons les modéles en composantes blocs BCM. Nous détaillons également la technique de
calcul par EVD pour ces modéles.

Dans le chapitre 4, nous exposons le probléme de séparation et d’égalisation aveugles de signaux
CDMA d’un point de vue analytique, puis du point de vue algébrique tensoriel équivalent. Dans
le cas d’un canal non-sélectif en fréquences, nous rappelons que la solution est trouvée par la
décomposition PARAFAC. Dans le cas d’un canal sélectif en fréquences avec réflexions dans le
champ lointain, nous montrons que le modéle BCM-(L,L,1) est adéquat. Dans le cas d'un canal
sélectif en fréquences avec réflexions non uniquement dans le champ lointain, nous montrons
que le modéle BCM-(L,P,.) est adéquat.

Dans le chapitre 5, nous proposons plusieurs algorithmes itératifs pour le calcul des décom-
positions tensorielles. L’algorithme ALS standard est d’abord développé. Puis nous montrons
comment une étape de recherche linéaire peut étre insérée dans I’ALS. Nous adaptons ensuite
I’algorithme de Levenberg-Marquardt au calcul des décompositions blocs. Enfin, nous montrons
comment la SVD matricielle permet de compresser le tenseur des observations. Nous conclue-
rons ce chapitre par des résultats de simulations.

Dans le chapitre 6, nous établissons un lien entre la décomposition du BCM-(L,L,1) et la diago-
nalisation simultanée d'un systéme de matrices. Par cette approche, nous prouverons I’existence
d’une nouvelle borne d’'unicité pour cette décomposition, et nous donnerons l’expression ana-
lytique de cette borne.
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Chapitre 2

Notations et Définitions

2.1 Notations

R désigne I’ensemble des nombres réels. C désigne I’ensemble des nombres complexes. On dési-
gnera par [1: R| ensemble des entiers de 1 & R.

Les tenseurs seront notés par des lettres calligraphiques 7, les matrices par des majuscules
grasses M, les vecteurs par des minuscules grasses v et les scalaires par des minuscules en
italique s. D’autre part, la iéme colonne d'une matrice M sera notée m;, le zéme élément d’un
vecteur v sera noté v; et 1’élément d’indice (7,j) d’une matrice M sera noté m;;. L’ensemble
des colonnes ¢; a co de M est la matrice notée [M]. .,..,. L’ensemble des lignes r; & ro de M
est la matrice notée [M],, ., .. Les majuscules italiques seront utilisées pour noter le plus grand
¢lément d’un ensemble d’entiers ¢ € [1: [].

Le produit d’Hadamard, ou produit élément par élément sera noté x. L’espace généré par les
colonnes d’une matrice sera noté C'ol(M) et celui généré par les lignes Row(M).

Le conjugué d’un élément s sera noté s* et son module |s|. La transposée de la matrice M sera
notée M7, sa conjuguée M*, sa transposée hermitienne M# et sa pseudo-inverse M.

L’opérateur vec permet d’écrire une matrice sous forme de vecteur par concaténation de toutes
ses colonnes. Si M est une matrice de taille I x J, les éléments du vecteur vec(IM) sont ainsi
définis par (vec(M));y(j—1yr = my;. L'opérateur inverse de vec sera noté unvec.

L’opérateur diag range un vecteur sur la diagonale d’'une matrice diagonale. De méme, 1'opé-
rateur blockdiag range ses arguments (matrices ou vecteurs) dans une matrice bloc-diagonale,
i.e.

A, 0

A,
blockdiag(A1, As, ..., AR) =

10
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2.2 Définitions

Définition 2.1. (Produit de Kronecker) Le produit de Kronecker, noté ®, de deuz matrices
A et B de tailles respectives I x J et K x L est une matrice de taille [K x JL définie par :

anB a;pB -+ a;B
A ® B_ CLQ?B CLQ?B s CL2:]B
anB apB - a;;B

Par convention d’écriture, lorsque nous donnons les dimensions d’'une matrice partitionnée,
I'indice le plus a gauche est celui qui varie le plus lentement et celui le plus a droite le plus
rapidement. Ainsi, nous noterons A @ B € CE*JL pour signifier que lors de la désignation
d’une ligne de A ® B, l'indice i € [1 : I] varie plus lentement que k € [1 : K] et lors de la
désignation d’une colonne de A ® B, j € [1 : J] varie plus lentement que | € [1 : L]. Par
extension les dimensions de B ® A sont notées K1 x L.J.

Définition 2.2. (Produit de Khatri-Rao) Le produit de Khatri-Rao [51], noté ®, de deuz
matrices A € CI*E et B € C'*% est une matrice de taille IJ x R définie par :

A@B:(a1®b1,a2®b2,...,aJ®bJ).

Le produit de Khatri-Rao de deux matrices existe si ces matrices ont le méme nombre de co-
lonnes.

Définition 2.3. (Produit de Kronecker par blocs) Le produit de Kronecker par blocs, noté
Or, de deuzr matrices A € C>*EM et B ¢ C7*BN qui consistent en la concaténation de R
matrices A, € CM et B, € C7*N r € [1: R], est une matrice de taille (IJ x RMN) définie
par

AGrB=[A;®B;... A, ®Bp|.

Définition 2.4. (Tenseur d’ordre N) Un tenseur d’ordre N est un tableau & N dimensions,
i.e. ses éléments sont désignés par N indices. Ainsi un vecteur est un tenseur d’ordre 1, une
matrice un tenseur d’ordre 2, un cube un tenseur d’ordre 3.

Définition 2.5. (Produit extérieur) Le produit extérieur (Ao B) d’un tenseur d’ordre P
noté A € Chvl2xxIp ot d'yn tenseur d’ordre QQ noté B € C*/2xxJa est yn tenseur d’ordre
P+ Q défini par

(Ao B)iyis.ipjrjo..jo = Wiris..ipDjrja.jo
pour toutes les valeurs des indices. Ainsi, le produit extérieur (aoboc) des vecteurs a € CI*1,
b € C/*! et c € CEXL, est un tenseur T € C*7>*E d’ordre 3 dont les éléments sont définis par



12 Notations et Définitions

tijk = aibjck.

Définition 2.6. (Tenseur de rang 1) Un tenseur T d’ordre N est de rang 1 s’il peut s’écrire
comme le produit extérieur de N vecteurs, T =aj;oagso---oay.

Ainsi, un tenseur d’ordre trois T € C!*/*K est de rang 1 si ces éléments peuvent s’écrire
comme tijr = abjc, ot a € CI*' b e C/*! et c € CK*L,

Cette définition généralise la définition d’une matrice de rang 1 : M € C*7 est de rang 1 si
M = a.b”.

Définition 2.7. (Rang d’un tenseur) Le rang d’un tenseur T est défini comme le nombre
minimum de tenseurs de rang 1 qui générent T par combinaison linéaire.

Définition 2.8. (Produit en mode-n) Le produit en mode-1 d’un tenseur d’ordre trois T €
CLXMXN par une matrice A€ C™*F, noté T o A, est un tenseur de taille (I x M x N) dont
les €léments sont définis par

L
(T o A)zmn - Z Limn @it
=1

De méme, le produit en mode-2 de T par une matrice Be C7*M et le produit en mode-3 de T
par une matrice Ce€ CK*N sont des tenseurs de tailles respectives (L x J x N) et (Lx M x K )
dont les éléments sont définis par

M
(T ) B)ljn - Z tlmnbjrm
m=1

N
(T o3 C)lmk - Z tlmnckrr
n=1

Avec cette notation, le produit matriciel M = U -S - V7T g’écrit aussi M =S e; Ue, V.

Définition 2.9. (Rang de Kruskal d’une matrice) Le rang de Kruskal d’une matrice A, ou
k-rang de A, noté k(A), est défini comme le nombre mazimum tel que tout ensemble composé
de k colonnes de A soit linéairement indépendant [49].

Le k-rang d’une matrice est toujours inférieur ou égal a son rang.

Ezxemple : Soit la matrice A de taille 2 x 3 définie par :

32 1
A:[5 4 2}'

A est de rang 2 mais de k-rang 1 car ses deux derniéres colonnes ne sont pas indépendantes.
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!

F1G. 2.1 — Les 3 représentations matricielles d’un tenseur d’ordre 3

Définition 2.10. (Norme Frobenius) La norme Frobenius || - |p d’un tenseur T € CI*IxK
d’ordre trois est définie par

I J
1T F = DD Il
=1

j=1 k=1

7

Définition 2.11. (Représentation matricielle d’un tenseur d’ordre 3) Les représenta-
tions matricielles d’un tenseur T € CP*7*E notées (T) 1wy = Tixxs, (T)irxx = Tyixk et
(T)ksx1 = Tryxi, de tailles respectives (IK x J), (JI x K) et (KJ x I), sont définies par

(Trikxsli—vr+k; = tijk
(Tirxk)G-1i+ie = tie
(Troxile-1)s+j0 = tijk

pour i € [1: 1], j€[l:J etkell: K| Commeillustré par la figure [Z1, les matrices
Tixxs, Tirxrx et Tryxr résultent respectivement de la concaténation en ligne des I tranches
T; € CK*7, des J tranches T; € CI*K et des K tranches T), € C/*1.

Définition 2.12. (Représentation vectorielle d’un tenseur d’ordre 3) Les représenta-

tions vectorielles d’un tenseur T € C!*7*K notées Trxr, Txry et Trix, sont définies par
Tig = vece(Tigxy)
Tk = UGC(TJIxK) )
Tiks = vec(Tryxr)

pouri € [1:1I], 7€l J]etke|l: K]

Définition 2.13. (Tenseur Symétrique) Un tenseur T d’ordre N est symétrique si ses €élé-
ments vérifient (T )i uo...in = (T )(i1ia,....in) POUT toute permutation 11 des indices.

Définition 2.14. (Tenseur Diagonal) Un tenseur T € CI*P**1 est diagonal si tous ses
éléments qui ne sont pas désignés par le méme indice dans toutes les dimensions sont nuls.
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Définition 2.15. (Rang générique) Le rang générique d’un tenseur est le rang obtenu en
choisissant ses éléments aléatoirement selon une loi continue.



Chapitre 3

Les Décompositions Tensorielles

3.1 Introduction

Dans de nombreux domaines tels que le traitement du signal, ’analyse multivariée ou la pro-
grammation scientifique, une représentation vectorielle ou matricielle des données est communé-
ment utilisée. Toutefois, un nombre croissant de problémes implique la manipulation de données
dont les éléments sont désignés par plus de deux indices [19,29,52-58]. Ainsi, un tenseur d’ordre
N peut étre considéré comme un tableau a N dimensions, dont chaque élément est désigné par
N indices. Les vecteurs sont des tenseurs d’ordre 1, les matrices sont des tenseurs d’ordre 2, et
on désigne par tenseur d’ordre supérieur (“Higher-Order-Tensor”) un tenseur d’ordre au moins
égal a 3. L’algébre des tenseurs d’ordre supérieur est appelée algébre multilinéaire.

De méme qu’une matrice peut étre décomposée de multiples facons (SVD, EVD, QR, LU,
etc) [59], il existe plusieurs décompositions tensorielles. La décomposition de Tucker [60,61] et
la HOSVD (pour “Higher Order Singular Value Decomposition”) [62]| sont des généralisations
possibles pour les tenseurs d’ordre supérieur de la SVD matricielle, avec certaines contraintes
sur les composantes. Parmi les applications de la HOSVD et de la décomposition de Tucker,
on trouve par exemple la reconnaissance de visages [55], le débruitage d’images et de signaux
sismologiques [63], I'analyse en composantes indépendantes [64], le filtrage multi-dimensionnel
de données multivariées [65], etc.

La décomposition PARAFAC (pour “Parallel Factor”) [30,39,56,66-68] ou CANDECOMP (pour
“Canonical Decomposition”) [69] consiste a écrire un tenseur comme une somme d’un nombre
minimal de tenseurs de rang 1 et en ce sens, elle constitue également une généralisation possible
de la SVD matricielle.

Introduite pour la premiére fois en 1927 [67,68], puis réintroduite en 1970 [30,69], cette décom-
position tensorielle est la plus connue. Elle est utilisée dans de nombreuses applications telles
que la Psychométrie [69], la Phonétique [30], la chimiométrie et I'industrie alimentaire [56, 66|,
la séparation de sources et ’analyse en composantes indépendantes [12,20,54,70-72|, les télé-
communications [29,48,57,73, 74|, le calcul scientifique [75,76] etc.

Dans le domaine des télécommunications, la décomposition PARAFAC a été utilisée pour la
premiére fois en 2000 [29, 57|. Elle est utilisée dans [29] pour estimer de maniére aveugle les
signaux CDMA transmis simultanément par plusieurs utilisateurs vers un réseau d’antennes

15
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dans un canal non-sélectif en fréquence. Les auteurs se sont appuyés sur l'observation que les
diversités spatiale, temporelle et de codage conférent au signal recu une structure tridimen-
sionnelle suivant la décomposition PARAFAC. La décomposition PARAFAC du tenseur des
observations permet d’écrire celui-ci comme une somme de contributions de rang 1, ou chaque
contribution caractérise un utilisateur précis. L’aspect crucial de cette technique est I'exploita-
tion simultanée des trois diversités disponibles, ce qui permet d’estimer de maniére aveugle les
symboles de chaque utilisateur ainsi que le canal associé et la réponse des antennes. En outre,
les conditions d’unicité de la décomposition n’imposent pas de contrainte d’orthogonalité sur
les composantes inconnues (par exemple, les codes CDMA peuvent étre aléatoires) ni d’indé-
pendance statistique sur les différentes sources. L’identifiabilité repose en fait sur une borne
d’unicité qui s’interpréte comme une limite supérieure au nombre de contributions que l'on
peut extraire du tenseur des observations. Dans I'application de [29], cette borne correspond
au nombre maximum d’utilisateurs qui peuvent communiquer simultanément dans le sytéme.

Cependant, comme nous l’avons mentionné dans l'introduction, si le canal de propagation
est caractérisé par des trajets multiples dont I’étalement des délais provoque une Interférence
Entre Symboles (IES) a la réception, la décomposition PARAFAC ne peut pas étre utilisée.
En effet, comme nous le détaillerons dans le chapitre Bl il s’avére que dans ce cas le tenseur
des observations résulte d’'une somme de contributions qui ne sont pas de rang 1. Partant
de ce constat, I’axe central de nos travaux est le développement de nouvelles décompositions
tensorielles généralisant la décomposition PARAFAC, afin de prendre en compte ce scénario de
propagation.

Dans ce chapitre, nous présentons ces nouvelles décompositions d'un tenseur d’ordre 3 sous un
angle mathématique. Les applications de ces décompositions seront abordées dans le chapitre
suivant.

Dans la section B2, nous rappelons d’abord le principe de la décomposition PARAFAC, ainsi
que sa condition d’unicité.

Nous introduisons ensuite trois nouvelles décompositions qui généralisent PARAFAC : la dé-
composition en termes blocs de rang-(L,L,1) en section B3 la décomposition en termes blocs
de rang-(L,P,.) en section B4l et la décomposition en termes blocs de rang-(L,M,N) en section
B3 Ces nouvelles décompositions sont respectivement notées “BCM-(L,L,1)”, “BCM-(L,P,.)” et
“BCM-(L,M,N)”, on BCM signifie “Block Factor Model”, c’est a dire modéle en composantes
blocs. Cette dénomination peut s’expliquer ainsi : les différentes contributions de la décompo-
sition PARAFAC sont des tenseurs de rang 1, construits a partir de vecteurs. Par contraste, les
contributions intervenant dans le BCM sont plus complexes car elles sont construites a partir
de composantes blocs matricielles et tensorielles.

Enfin, dans la section B.fl nous montrons que le calcul de ces décompositions peut étre effectué
par une technique non-itérative simple basée sur une EVD matricielle, si certaines conditions
sur les dimensions sont vérifiées.
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SR

F1G. 3.1 — Schéma de la décomposition PARAFAC d’un tenseur d’ordre 3

3.2 Décomposition PARAFAC

3.2.1 Principe

La décomposition PARAFAC d’un tenseur ) d’ordre N de taille Iy x Iy x ... X Iy est la
décomposition de ce tenseur sous forme de la somme d’un nombre minimum de tenseurs de
rang un :

y:Zu(l)ou(2)o...ou(N), (3.1)

onu™ eCl refl:R],nell:N].
Ce nombre minimum de termes correspond au rang du tenseur.
On notera par ailleurs U™ la matrice de taille I, x R obtenue en concaténant les vecteurs
MONNO a™. e [1:N]

1 ) 2 g e 00y R 9 . .
Les tenseurs d’ordre 3 sont majoritairement utilisés dans la suite. La décomposition PARAFAC
d’un tenseur ) d’ordre 3, de taille I x J x K et de rang R s’écrit :

R
y:Zhrosroar, (32)
r=1

ot h, € C!,s, € C’, a, € CX. Un schéma de la décomposition PARAFAC d’un tenseur d’ordre
3 est présenté dans la figure Bl

Soient H € C™*f S € C’ ¥ et A € CK*E les matrices contenant respectivement les vecteurs
h,, s, eta., re[l:R]

En termes de représentations matricielles du tenseur ), la décomposition PARAFAC peut
s’écrire comme

Yikxs=HOA)-S" (3.3)
Yixx=(SoOH)- A", (3.4)

Yo =(A®S) H. (3.5)
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Calculer la décomposition PARAFAC de ) consiste a estimer les matrices H, S et A, ce qui
peut étre fait par la minimisation de la fonction de coiit suivante :

R
$(H,S,A) =¥ = > h,os,0a,l}. (3.6)

r=1

Cette fonction de cotlit peut également s’écrire sous les trois formes équivalentes

o(H,S,A) = | Yikxs— (HOA) ST|Z
o(H,S,A) = Yk —(SOH)-AT|%
o(H,S,A) = Yk —(A®S) -H|E

Dans le chapitre Bl nous donnerons plusieurs algorithmes itératifs permettant de calculer la
décomposition PARAFAC par minimisation de cette fonction de coft.

3.2.2 Unicité

Etant donné la connaissance du tenseur des observations ) d’ordre /N, le calcul de sa décompo-
sition PARAFAC donnée par I’équation (BZ1]) consiste a estimer les matrices U™, n € [1: N], a
partir desquelles il a été construit. La décomposition PARAFAC, comme toute décomposition
tensorielle, se doit donc d’étre unique pour que son calcul ait un sens. Une part importante des
travaux de recherche en algébre multilinéaire consiste ainsi a déterminer des conditions garantis-
sant cette unicité. Avant d’énoncer briévement a quelle condition la décomposition PARAFAC
est unique, les deux points suivants méritent d’étre soulignés.

D’une part, la décomposition d’'une matrice en une somme de matrices de rang 1 n’est pas
unique, sauf si ’on impose certaines contraintes fortes sur les matrices de la décomposition, par
exemple une contrainte d’orthogonalité. Au contraire, I'unicité de la décomposition PARAFAC
n’impose aucune contrainte d’orthogonalité sur les matrices U™,

D’autre part, la décomposition ([BI) n’est unique qu’a deux indéterminations prés. En effet
BI) peut aussi s’écrire

1
Y= Z ( DNE) a(N)) <O‘£~1)‘1£I) o 049)‘19) 0---0 aﬁN)u£N>). (3.7)

r=1

Si IIY_,al™ = 1, les vecteurs a!™ul™ sont donc solutions au méme titre que les vecteurs ul™.

Il s’agit de I’'ambiguité d’échelle. De plus 'ordre des termes uVou?o. . ou®™ est arbitraire,
il s’agit de 'ambiguité de permutation. En résumé, les colonnes des matrices U™ peuvent étre
estimées a un facteur d’échelle et a une permutation preés. Lorsque la décomposition est unique
a ces deux indéterminations prés, on dit qu’elle est essentiellement unique.

Dans un article fondamental [49], Kruskal énonce une condition suffisante garantissant ['unicité

de la décomposition PARAFAC. Cette condition, est donnée par le Théoréme 3.1.
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Théoréme 3.1 : Soit un tenseur d’ordre N et de rang R, se décomposant sous la forme [BII).

Si
N

> k(U™) > 2R+ (N —1), (3.8)
n=1
alors cette décomposition est essentiellement unique. La partie droite de l'inéquation est connue
sous le nom de borne de Kruskal. La partie gauche ne dépend que du k-rang des matrices de
données.

Cette condition suffisante a d’abord été donnée a I'ordre 3 pour des tenseurs réels [49] puis plus
tard a l'ordre 3 pour des tenseurs complexes [29] et & tout ordre pour des tenseurs complexes [77].
La preuve a ensuite été reformulée en termes d’algébre linéaire de base [78].

Si le tenseur ) est d’ordre 3, comme dans I’équation (B2), la condition d’unicité B s’écrit :

k(E) + k(S) + k(A) > 2(R + 1). (3.9)

Si H, S et A sont de rang plein (et donc de k-rang plein), alors (B) se réduit génériquement a

min(l, R) + min(J, R) + min(K, R) > 2R + 2. (3.10)

Récemment, une nouvelle borne d’unicité a été trouvée [43,48|. Cette borne générique est don-
née par le Théoréme 3.2.

Théoréme 3.2 : La décomposition PARAFAC est essentiellement unique, au sens générique,
St

R<min(IK,J) et R(R—1)<=I(I-1)K(K —1). (3.11)

N —

Notons que ce théoréme s’applique si le tenseur a une dimension “longue” (on doit avoir ici J >
R), les roles de I, J et K étant interchangeables. Si la condition R < min(IK, J) est respectée,
cette nouvelle borne est beaucoup moins contraignante que la borne de Kruskal car le nombre R
de contributions pouvant étre extraites du tenseur des observations est substantiellement plus
élevé. La borne du Théoréme 3.2 a été trouvée en reformulant le probléme de la décomposition
PARAFAC en terme d’un systéme de matrices a diagonaliser conjointement. Nous reviendrons
sur cet aspect plus en détail dans le chapitre B

3.3 Décomposition en termes blocs de rang-(L,L,1)

3.3.1 Principe

La décomposition en termes blocs de rang-(L,L,1) d’un tenseur d’ordre trois Y € C!*/*K notée
BCM-(L,L,1) pour “Block Component Model with rank-(L,I.,1) terms”, est définie par

R

y=> (H,-S])eca, (3.12)

r=1
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F1G. 3.2 — Schéma du BCM-(L,L,1)

ou de maniére équivalente

R
y = ZHT ®) Sr ®3 a,, (313)
r=1

ot les matrices H, € C*I et S, € C’*F sont de rang L et a, est un vecteur de taille K x 1.
Cette décomposition a été introduite dans le contexte des télécommunications [36-38, 79| et
le formalisme mathématique a été plus amplement détaillé dans [33-35]. Un schéma de la
décomposition d'un tenseur d’ordre 3 en termes de rang-(L,1.,1) est présenté sur la figure
Définissons les matrices partitionnées H = [H; ... Hg] de taille (I x LR), S = [S;...Sg] de
taille (J x LR) et A = [a; ...ag] de taille (K x R). En termes des représentations matricielles
de Y, le BCM-(L,1L,1) peut s’écrire comme

Yikxs = (HOrA)- ST, (3.14)
YJ[XK = [U€C<H1 . S{) . vec(HR . Sg)] . AT, (315)
Yiixi = (A©gS)-H. (3.16)

Calculer la décomposition en termes de rang-(L,L,1) de ) consiste a estimer les matrices H, S
et A, ce qui peut étre fait par la minimisation de la fonction de cott suivante :

R
$(H,S,A) =¥y => (H, S])oa,l} (3.17)

r=1

Cette fonction de cotlit peut s’écrire de maniére équivalente

(b(HuSvA) = ”YIKXJ_ (H OJ A) STH%'
d(H,S,A) = |[Yyrxx — [vec(H; -ST).. . vec(Hg - SE)] - AT|% .
¢(H,S,A) = Yxixr— (AOrS) H|%

Dans le chapitre B, nous donnerons plusieurs algorithmes itératifs permettant de minimiser
cette fonction de coft.
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3.3.2 Unicité

De méme que la décomposition PARAFAC est unique a une ambiguité d’échelle et de permu-
tation, la décomposition du BCM-(L,L,1) est unique a deux indéterminations pres.
D’une part, on peut permuter de maniére arbitraire les R termes de rang-(I,,1.,1) dans I'équation

(ET3). D’autre part, [EI3) peut aussi s’écrire

Y=> (o;'H, - F') ey (S, - F]) o5 (a,,), (3.18)

r=1

si bien que les matrices o 'H, - F,; ! et S, - F, , ou F, € CI*L est une matrice inversible,
ainsi que les vecteurs «,a,, sont solutions au méme titre que H,, S, et a,, r € [1 : R]. Si
la décomposition du BCM-(L,L,1) est unique a ces 2 indéterminations pres, on dit qu’elle est
essentiellement unique.

Comme pour le modéle PARAFAC, on entend par essentiellement unique 1'idée que chaque
contribution ), = H, e, S, e3 a, est déterminée de maniére unique, c’est a dire que les seules
indéterminations existantes sont confinées a4 chacun des R blocs. En d’autres termes, la matrice
A est déterminée a une matrice diagonale permutée prés, tandis que les matrices H et S sont
déterminées a une matrice bloc-diagonale “bloc-permutée” preés, i.e., seule la permutation de
I'indice r est autorisée.

Le Théoréme 3.3, démontré dans [34], énonce une condition suffisante garantissant I'unicité de
la décomposition du BCM-(L,L,1).

Théoréme 3.3 : La décomposition d’un tenseur d’ordre 3 en termes de rang-(L,L,1) est es-
sentiellement unique, au sens générique, si l'une de ces 4 conditions est vérifiée [3]] :

(i) min(I,J) > LR et A n’a pas de colonnes proportionnelles.

(11)) K > R et min( R)+min(|Z| ,R) > R+2.

(111) I > LR et min R) 4+ min(K,R) > R+ 2

ouJ > LR et min(|+|,R)+min(K,R) > R+ 2.

(iv) IJ > LR et min(| L], R) +min(| 2], R) +min(K,R) > 2R + 2.

 —~r
S~~~

=

De méme que la borne de Kruskal a pu étre assouplie pour le modéle PARAFAC, nous avons
récemment montré [50] que la condition d’unicité du Théoréme 3.3 peut également étre assou-
plie, & condition que R < min(IJ, K). Cette nouvelle borne est donnée par le Théoréme 3.4.
La démarche qui a permis d’aboutir a cette nouvelle borne est la reformulation du calcul de la
décompositition du BCM-(I,,IL,1) en terme d’un systéme de matrices a diagonaliser simultané-
ment. Cet aspect constitue I'objet du chapitre Bl

Théoréme 3.4 : La décomposition d’un tenseur d’ordre trois en R termes de rang-(L,L,1) est
essentiellement unique, au sens générique, Si

R<min(IJ,K) et Cy™.CH"' > CEil —R. (3.19)
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FIG. 3.3 — Schéma du BCM-(L,P,.)

Notons que la condition R < min(lJ, K) de ce théoréme implique que la “longue” dimension
est portée par les termes de rang 1. Ce théoréme a été prouvé (cf Annexe) pour L = 2 tandis
qu’il s’agit encore d’'une conjecture pour L > 2.

3.4 Décomposition en termes blocs de rang-(L,P,.)

3.4.1 Principe

La décomposition en termes blocs de rang-(L,P,.) d’un tenseur ) € C*/*% notée BCM-(L,P,.)
pour “Block Component Model with rank-(L,P,.) terms”, est définie par

R
y - ZHT ) Sr o3 Ara (320)
r=1

oil les tenseurs H, sont de taille (I x L x P) et les matrices S, € C7*L et A, € CX*? sont
respectivement de rang L et P, r € [1: R].

Cette décomposition a été introduite dans le contexte des télécommunications [31, 32| et le
formalisme mathématique a été plus amplement détaillé dans [33-35]. Un schéma de la décom-
position d'un tenseur d’ordre 3 en termes de rang-(L,P,.) est présenté sur la figure
Définissons les matrices partitionnées A = [A; ... Ag] de taille (K x RP) et S=[S;...Sg| de
taille (J x RL). En termes des représentations matricielles de ), le BCM-(L,P,.) peut s’écrire
comme

Yikxs = [(HiesAy)ikxr ... (Hros Ar)ikxr] - ST, (3.21)

Yirxx = [(Hie281)sixp ... (Hr %2 Sr)srxp] - AT, (3.22)
(Ha)prxr

Ygixi = (AOrS)- : : (3.23)

(HR>PL><I
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(H1)proxr

Dans 'équation B.23, notons H” la matrice : de taille RLP x I. Calculer la
(HRr)pPLx1

décomposition en termes de rang-(L,P,.) de ) consiste a estimer les matrices S € C”/*FE

A € CEXEP ot H € CI*ELP ce qui peut étre fait par la minimisation de la fonction de cofit
suivante :

R
S(H,S,A) =Y = H, 0, 05 A, [} (3.24)
r=1

Cette fonction de cotlit peut s’écrire de maniére équivalente

O(H,S,A) = [[Yixxs—[(H1 03 A) ks .- (Hr s Ap)ircxr] - S”||%
o(H,S,A) = |[Yyxx —[(H102S1)sixp--.(Hr e Sg)srxp] - AT||%
»(H,S,A) = |Yksxr — (A ®gS) -HT|3

Dans le chapitre B, nous donnerons plusieurs algorithmes itératifs permettant de minimiser
cette fonction de coft.

3.4.2 Unicité

Dans la définition (B20) du BCM-(L,P,.), on peut permuter arbitrairement les termes de la
somme, ce qui constitue 'ambiguité de permutation. De plus (B20) peut aussi s’écrire

R
Y=> (H,o:F, o35G ") 0y (S, -F,) 05 (A, - G,),
r=1

ol les matrices d’indétermination G, € CP*F et F, € C*F sont non-singuliéres. Ainsi, les
matrices A, - G,, S, - F, et les tenseurs H, o, F, "1 o3 G r € [1 : R], sont solutions au méme
titre que A, S, et H,, Lorsque la décomposition de ) en termes de rang-(L,P,.) est unique a
ces 2 indéterminations pres, on dit qu’elle est essentiellement unique.

Comme pour le modéle PARAFAC, on entend par essentiellement unique 1'idée que chaque
contribution ), = H, 5 S, e3 A, est déterminée de maniére unique, c’est a dire que les seules
indéterminations existantes sont confinées au sein de chacun des R blocs. En d’autres termes,
les matrices A et S sont déterminées & une matrice bloc-diagonale “bloc-permutée” prés, i.e.,
seule la permutation de l'indice r est autorisée.

Le théoréme suivant a été prouvé dans [34].

Théoréme 3.5 : Sirank(A) = RP, rank(S) = RL, I > 3 et que les tenseurs H,, r € [1 : R,
sont génériques, alors la décomposition en termes de rang-(L,P,.) est essentiellement unique.
Dans les cas ot la condition sur les rangs de A et S ne sont pas vérifiées, la décomposition est
néanmoins essentiellement unique, au sens générique, st I > L+ P — 2 et si

i (|2] ) i (| ] ) cmin (|t m) omie w2
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FIG. 3.4 — Schéma du BCM-(L,M,N)

3.5 Décomposition en termes blocs de rang-(L,M,N)

3.5.1 Principe

La décomposition en termes blocs de rang-(L,M,N) d’un tenseur ) € C/*/*X notée BCM-
(L,M,N) pour “Block Component Model with rank-(L,M,N) terms”, est définie par

R
Y=> D,e;H, S oA, (3.26)

r=1

oil les tenseurs D, € CEXV*N gont de rang-(L,M,N) plein, et ot les matrices H, € C!*E,
S, € CPM et A, € CEXN r € [1: R], sont respectivement de rang L, M et N.

Cette décomposition a été introduite dans [33-35], ou le formalisme mathématique y est détaillé.
Un schéma de la décomposition d’un tenseur d’ordre 3 en termes de rang-(L,M,N) est présenté
dans la figure B4

Définissons les matrices partitionnées H = [H;...Hpg| de taille (I x RL), S = [S;...Sg]
de taille (J x RM) et A = [Ay...Ag| de taille (K x RN) . En termes des représentations
matricielles de Y, le BCM-(L,M,N) peut s’écrire comme

Yikvs = (HOgA)-blockdiag ((D1)rnxars-- - (Dr)inxa) - ST, (3.27)
Yk = (S@gH)-blockdiag (Dy)apxy, - (Dr)uoxn) - AT, (3.28)
YKJX] = (A ®R S) . blOdeiag((Dl)NMxLa---7(DR)NM><L) 'HT. (329)

En terme de la représentation vectorielle Y;;x de ), on a

(D1)rmn
Vg =Hi®S1®Ay,... Hr®Sr® Ag) - : . (3.30)
(Dr)Lymn
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Calculer la décomposition en termes de rang-(L,M,N) de ) consiste a estimer les matrices
H e CI*EL S ¢ CI*BM ot A € C7*EM ainsi que les tenseurs D,, r € [1 : R], ce qui peut étre
fait par la minimisation de la fonction de cott suivante :

R
$(H,S,A) =Y =Y D, e H, 0,8, e3A,7. (3.31)
r=1

3.5.2 Unicité

Dans la définition ([B26) du BCM-(L,M,N), on peut permuter arbitrairement les termes de la
somme, ce qui constitue 'ambiguité de permutation. De plus (B26]) peut aussi s’écrire

R
YV=> (D,01 U &,V o3 W ") 0 (H, - U,) 0 (S, V,) 03 (A, - W,),

r=1

si bien que les matrices H, - U,, S, - V., A, - W, et les tenseurs D, o; U ! o, V! o3 W1,
r € [1 : R], sont solutions au méme titre que H,, S,, A, et D,. Lorsque la décomposition
de Y en termes de rang-(I.,M,N) est unique a ces 2 indéterminations prés, on dit qu’elle est
essentiellement unique. Le théoréme suivant a été prouvé dans [34], section 5.1.

Théoréme 3.6 : La décomposition de ) en termes de rang-(L,M,N) est essentiellement unique,
au sens générique, si l'une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) L=M etl>LRetJ>MRetN>3etC, estderang N, r € [1l:R].

(ii)[ > LR et N > L+ M —2 etmm(wj R) +min(|%] . R) > R+2

ouJ>MR et N>L+ M- Zetmm( 1], )+mm( KJ,R)ZR+2.

(iii) N > L+ M —2 et min(|£] , R) +min(| |, R) + min(|%| ,R) > 2R + 2.

=

3.6 Calcul par EVD - Initialisation

Dans cette section nous montrons que sous certaines contraintes sur les dimensions et si le
modéle est exact (absence de bruit additif), il est possible de calculer les matrices des données
(aux indéterminations prés du modeéle considéré) par une décomposition en valeurs propres
(EVD). Si les contraintes sur les dimensions sont vérifiées mais que le tenseur des observations
est bruité, les matrices estimées par cette technique peuvent étre utilisées pour initialiser les
algorithmes itératifs tels que ceux que nous proposons dans le chapitre Bl La technique par
EVD a déja été proposée pour le modéle PARAFAC et nous la généralisons aux modéles blocs.

3.6.1 EVD-PARAFAC

Le calcul de la décomposition PARAFAC par EVD a été notamment proposé dans [45]. Cette
méthode n’est possible que si 2 des dimensions de ) sont supérieures a son rang R. Supposons
par exemple que R < min(1,J).
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Pour k =1,..., K, les K tranches matricielles (I x J) frontales [V].., de ) peuvent s’écrire :
Y, = HD,S
Y, = HD,S,
L (3.32)

Y = HDgST,

ot Dy, est une matrice diagonale de taille R x R qui contient la kéme ligne de A sur sa diagonale :
D, = diag([A]k,:)'

Si le modele PARAFAC est exact, alors 2 équations de (B32) sont suffisantes pour trouver les
matrices inconnues, a condition que les hypothéses suivantes soient vérifiées :

(i) R < min(I,J), ce qui implique que le rang générique de H € CT*E S € C/* et de Y}, est
R.

(11) Il existe au moins 2 indices ky et ko telles que Dy, et Dy, soient non-singuliéres, i.e., les
lignes ki et ky de A ne contiennent que des scalaires non nuls.

(11i) A ne contient pas de colonnes colinéaires.

Considérons la k iéme équation de ([B32). L'inverse de Moore-Penrose (ou pseudo-inverse) de
Y. peut s’écrire comme

(Y = (s)" (D) .

Les opérateurs - et -7 peuvent commuter donc (ST)T = (ST)T et puisque S est de rang R, la
matrice (SS) est non singuliére. La pseudo-inverse a droite de ST s’¢crit donc

(s7)' = (s")" = ((s"8)”" SH)T — s (s7s")

Considérons maintenant deux tranches Y,; et Yy, de ). La combinaison des 2 équations
correspondantes de (B32) méne a :

Yi(Ye)' = (HDS?) (s*(s"s") 7 D/H) (3.33)
= H(D,,D;)H.

Puisque A ne contient pas de colonnes colinéaires, les éléments de Dle,;; sont mutuellement
différents. Ainsi, H peut étre estimée (aux indéterminations prés) comme les R vecteurs propres
associés aux valeurs propres non nulles de la matrice Ykl(Ykg)T de taille I x I et de rang R.
Une fois H connue, on peut trouver S en choisissant une équation de (B32)) :

S =Y, H"),

ou la matrice Dy a été ignorée car elle est diagonale et peut donc s’'interpréter comme I'indé-
termination portant sur H.
Enfin, on peut trouver A

A=Y (Somh)'. (3.34)
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D’un point de vue numérique, il est préférable de prendre en compte toutes les tranches dans
B32) au lieu de 2 d’entre elles uniquement. Par exemple, si le modéle PARAFAC n’est qu’ap-
proximativement satisfait, a cause de la présence de bruit résiduel, il est clairement préférable
d’exploiter toutes les informations disponibles. C’est I'approche proposée dans [44]. Ainsi, on
peut construire le systéme suivant a partir de ([B32))

Y,(Y)! = H(D,D;)H!
Y3(Y)! = H(D;D)H!
Yi(Y))! = H(DgDHH!
Pour estimer H, il faut ensuite résoudre ce systéme de matrices a diagonaliser conjointement.

Voyons maintenant comment la technique par EVD peut étre adaptée aux décompositions plus
générales.

3.6.2 EVD-BCM(L,L,1)

Considérons la décomposition en termes blocs de rang-(L,L,1) d'un tenseur ) €
=" (H,-87)oa,, o les matrices H, € C"** et S, € C’*" sont de rang L, r € [1 : R].
Nous rappelons que les matrices résultant de la concaténation des H,, des S, et des a, sont
respectivement notées H € C/*RL S ¢ C/*RL ot A € CK*E,

La technique que nous proposons requiert les hypothéses suivantes :

(i) RL < min(1l,J)

(ii) les matrices H € CT*1L et S € C7*BL sont de rang RL.

(11i) A ne contient pas de colonnes colinéaires.

Pour k =1... K, chaque tranche [}]..; de taille I x J du tenseur ), notée Y}, peut s’écrire

CIXJXK .

Y, = H-D, s
Y2 - H'DQ'ST
L : (3.35)
Yy = H-Dg-S*

ot les matrices Dy, € CRE*RE sont définies par Dy = diag([Alx.) ® 1.
Considérons les tranches Yy, et Yo de ). La combinaison des équations k; et ko de (B30)
mene a :

Y, (Y, = H(Dle,;;)HT, (3.36)
oit DD, = diag (([Alg1.)./([Alra.)) @11, et ot ./ désigne la division élément par élément de
deux vecteurs. Supposons que le vecteur ([Alg.)./([A]e..) contient R valeurs distinctes. L'EVD
de la matrice Yy, (Yy,)" € C*! exhibe ainsi un ensemble de RL valeurs propres constitué de
R sous-ensembles contenant chacun L valeurs propres identiques. Chaque matrice H, € C/*1,
r € [1 : R], peut donc étre estimée, & une multiplication prés par une matrice non-singuliére
F, caractérisant l'indétermination du modéle, comme l’ensemble de L vecteurs propres de
Y, (Y,)" associés & la méme valeur propre. Une fois H trouvée, on peut estimer S par S =

Y/ - (HT)T, puis on peut estimer A par A = (Y jxx)” - ([vec(H; - ST) ... vec(Hp - S%)]T)T.
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3.6.3 EVD-BCM(L,P,.)

Considérons la décomposition en composantes blocs de rang-(I,P,.) : Y = Ele H,e:S,03A,,
ot les tenseurs H, sont de taille (I x L x P) et les matrices S, € C/*L et A, € CE*P sont
respectivement de rang L et P, r € [1: R].

Pour i = 1...1I, chaque tranche [}];.. de taille K x J du tenseur ), notée Y, peut s’écrire

Y1 - A . H1 . ST
Y2 - A . H2 . ST
L : (3.37)
Y, = A-H;-ST

oll pour un indice ¢ donné, H; est une matrice bloc-diagonale de taille RP x RL, construite en
placant les R matrices H,; = H,.(4,:,:) sur la diagonale :

J P P L J
Y, -
K - K| A1 AR
Hp| o st
H; ST
A

La technique que nous proposons requiert les hypothéses suivantes :

(i) Nous supposons que L = P et que RL < min(J, K), i.e. les matrices A = [Ay ... Ag] et
S =[Sy ...Sg] respectivement de taille K x RL et J x RL sont génériquement de rang RL.
(i1) Pour i =1...1 nous supposons que les matrices H; sont non singuliéres.

Deux étapes sont ensuites nécessaires. Dans un premier temps, nous utilisons la connaissance de
la valeur des paramétres R et L = P pour effectuer une réduction des dimensions du tenseur ).
Cette technique utilise la SVD matricielle et nous y reviendrons plus en détail dans la section
B3 Dans un second temps, nous montrons comment 'EVD permet d’estimer les matrices
inconnues.

3.6.3.1 Reéduction de dimensions

Si RL < min(J, K), et que les valeurs de R et L = P sont connues, nous pouvons réduire
Y € CIxIxK 3 ;):/ € CIXBLXRL oy

y=j°2W203W37

et o les matrices Wy et W3 sont respectivement de taille J x RL et K x RL. Le tenseur ):/
est une version compressée selon deux modes du tenseur ).
Pour trouver la matrice W, partons de la représentation matricielle suivante de ) :
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Yixxs = [(H1 o3 AI)IKXL . (HR o3 AR)IKxL] - ST, (3-38)

S est de rang RL donc il existe une factorisation de S telle que S = W5 - S, oit S € CREXEL et
W, € C7*FL La SVD de la matrice Y g, de rang RL, peut s’écrire Yy = U-D- V¥ ou
U-D est de taille IK x RL et VH de taille RL x J. Soit la matrice Y = U-D et )) € C/*RLxK
sa représentation tensorielle. Si on choisit Wy = V*, alors la matrice S vérifie

Yy = (Z(Hr o) Sr o3 Ar)> W,

r=1

= 37.2 WQ.

De méme, pour trouver W3, partons de la représentation matricielle suivante de ) :

YRL[xK = [(Hl ® Sl)RL[xL cee (HR ) SR)RLIXL] AT (3-39)

A est de rang RL donc il existe une factorisation de A telle que A = W3- A, ot A € CREXEL ot
W3 € CEXRL La SVD de la matrice Y zrrx k. de rang RL, peut s’écrire YRLIX[(_: U-D- V¥,
oit U - D est de taille RLI x RL et V¥ de taille RL x K. Soit la matrice Y = U - D et
Y € CIXBLXEL g5 représentation tensorielle. Si on choisit W3 = V*, alors la matrice A vérifie

3_7 = (Z(Hr ) Sr o3 Ar)) s W;

r=1

= 3:7‘3 W.

Ainsi, le tenseur des observations ) peut s’écrire

M=

y = ( (HT ® Sr o3 Ar)) ) W2 o3 W3
r=1
= Ve, Wye3 Wy (3.40)

La figure B4l représente ) schématiquement.

Remarque : Les deux étapes de réduction des dimensions ne nécessitent pas L = P. Cette der-
niere contrainte a été imposée pour pouvoir effectuer une analyse basée sur ’EVD en exploitant
la structure du tenseur Y, ce qui constitue la seconde étape de la technique proposée, explicitée
ci-apres.

Il s’agit maintenant de trouver les tenseurs H, € C™*L*L les matrices S, € CFL*L et A, €
CREXE 3 partir de la décomposition de ) en termes de rang-(L,L,.).

3.6.3.2 Décomposition en valeurs propres

De méme que pour Iéquation ([B3D), pour ¢ = 1...1, chaque tranche Y, = [):7] de taille
Byiyt

RL x RL du tenseur ):2, peut s’écrire
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K
RL
K
J
RL
= T
I y _ RL| W,
Yy
J
RL
K
RL
RL
L
R L~ 7 J
= Zr:l RL
H, L| S§7T RL| WT
I
L

F1G. 3.5 — Représentation de ) aprés réduction des dimensions

-H,-S7
-H, - ST

=
‘ B> >

(3.41)
?[ = A . H[ . ST
Nous cherchons d’abord une estimation de A. Les I équations de (EZI]) peuvent étre combinées

ainsi :
.

Y, (YQ)_1 — A (H,-H;')- A
v, (?3)‘1 = A () A .
% (v) - A A
Considérons 2 équations du systéme 27 :
Lo ZAana 349

1

N -\
oi Zis = Yy (Ya) et Zyg = Y1 (Yy)  sont de taille RL x RL et Qpy = (H - H,') et
Qi3 = (H1 -Hgl) sont des matrices bloc-diagonales non-singuliéres de taille RL x RL, dont
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les blocs sont de taille L x L.
L EVD de Q5 et de Q3 peut s’écrire

{ Qi = P Pi% ’ (3.44)
Qi = P33P

ot Py € CREXEL contient les RL vecteurs propres de Qs et oit 315 € CFEXEL est une matrice
diagonale contenant les valeurs propres de Q2. De méme pour P35 et 3.

Puisque Qi2 et Q3 sont bloc-diagonales et que 35 et 313 sont diagonales, alors P15 et Py3
sont bloc-diagonales. Cette structure implique que chaque sous-ensemble de L valeurs propres
associées de Qo (resp. Qi3) peut étre déterminé par 'EVD du bloc correspondant de taille
L x L de Qq» (resp. Qu3). Par exemple, [Q12]1:L,1;L = [P12]1:L,1;L : [212]1:L,1:L : [P1_21]1:L,1:L-
Considérons maintenant ’'EVD de Zq5 et Z3 :

{Zm = e peia (3.45)

Zi3 = Ei3-Di3-Ef

ol les matrices diagonales D15 et D3 contiennent respectivement les valeurs propres de Zi et
Z13. B
Par substitution de (B4) et (BZ3) dans [BZ3), la matrice A est solution de

{ E12 . D12 . E;21 = A . P12 . 212 . PI; . A_l (346)

Ei3-Di3-Eff = APy -3 P -A7!

D’aprés (BA3), Z1s et Zq3 ont respectivement les mémes valeurs propres que Qqs et Q3. Ainsi,
D12 et D13 sont liées a 212 et 213 par

Dy, = IIp-35s- Hle
D3 = Iliz-33- Hfgl '

ou ITy5 et IT;3 sont des matrices de permutation a priori inconnues. I’équation (BZH) s’écrit
donc B B

E12 . H12 . 212 . H;21 . E;21 == A . P12 . 212 . P;21 . A_l

Ej3 -3 315 -Ey = A-Py3-33-Pr - A7!

Ainsi A est solution du systéme suivant

- 3.47
E;3-1IIi; = A Py ( )

{ E;p-IIi; = A Py
Chaque sous-matrice A, € C*XL de A résulte donc de combinaisons linéaires d’un ensemble
de L vecteurs de Ei,. La matrice II;5 permet d’associer ces vecteurs L par L et la matrice
bloc-diagonale P75 contient les coefficients des combinaisons linéaires. Rappelons cependant
qu’étant donné les indéterminations propres au modéle, la matrice A n’est déterminée qu’a
une matrice bloc-diagonale prés, i.e. les degrés de liberté du modéle permettent de multiplier
chaque matrice A, par une matrice non-singuliére F,, pourvu que F! soit incorporée dans
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H,. 11 n’est donc pas nécessaire de trouver P15 et Py3 pour estimer A a cette indétermination
prés. Une estimation de cette matrice peut donc s’écrire A = Eq - IT19, ou A = E;5 - IT;5.
Le probléme se résume donc a trouver les matrices de permutation Il et/ou Il;3 permettant
d’ordonner les colonnes de Ej5 et/ou Ej;.

En combinant les 2 équations de (B41), on obtient

EIQI . E13 — H12 . (PI; . P13) . Hig)l.

Puisque la matrice (Pf; . P13) est bloc-diagonale, la position des éléments non nuls de Ej; - Eq3

exhibe directement la position des “1” dans les deux matrices de permutation, ce qui permet de

trouver A. D’aprés BAT] S peut étre trouvée par S = Y7 - (AT)T. On trouve alors A = W3- A
(H1)prx1

et S = W, - S. Enfin, les tenseurs H,, r = 1... R, peuvent étre estimés par : =

(Hr)pPLx1
(AOrS)" - Yiur

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit de nouvelles décompositions tensorielles. Ces nouveaux
outils mathématiques généralisent la décomposition PARAFAC et en ce sens, elles offrent une
meilleure capacité de modélisation pour des données tridimensionnelles. Elles permettent en
effet d’extraire du tenseur des observations des contributions blocs qui sont plus complexes que
de simples contributions de rang 1.

Un aspect fondamental lors du calcul d'une décomposition tensorielle est 'unicité de cette
décomposition, afin de garantir I'identifiabilité de chaque contribution présente dans le mélange.
Pour le modéle PARAFAC, des résultats récents ont montré que la borne suffisante de Kruskal
peut étre dépassée. Dans ce chapitre, nous avons donné (Théoréme 3.4) une nouvelle borne
d’unicité pour le modéle BCM-(L,L,1). Ce résultat a été établi en reformulant la décomposition
en termes de rang-(L,L,1) en un systéme de matrices a diagonaliser simultanément, comme
nous le montrerons dans le chapitre

Lorsque certaines contraintes sur les dimensions sont respectées, les nouvelles décompositions
introduites peuvent étre calculées de maniére non itérative par simple EVD matricielle. Les
contraintes sur les dimensions des inconnues pour pouvoir utiliser 'EVD sont synthétisées dans
le tableau Bl Lorsque la décomposition n’est pas exacte, comme c’est le cas si le tenseur des
observations est bruité, la technique par EVD permet de trouver une initialisation efficace pour
les algorithmes d’optimisation tels que ceux proposés dans le chapitre

Aprés avoir introduit les nouvelles décompositions tensorielles sous un angle mathématique,
nous montrons dans le chapitre suivant comment ces nouveaux outils permettent de résoudre le
probléme d’égalisation et de séparation aveugles de signaux CDMA lorsque le canal est sélectif
en fréquences.
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‘ Modéle ‘ Mode 1 ‘ Mode 2 ‘ Mode 3 ‘ Contrainte pour EVD ‘
PARAFAC H c C/*F ScC/xt | AecChxE R <min(I,J)
BOM-(L,I,1) | He C*tL | S e C/*RE | A € CEXE RL < min(1,J)
BCOM-(L,P,.) | He CI*ELP [ S e C/*¥EL | A e CEXEP | L = P et RL < min(J, K)

TaB. 3.1 — Contraintes pour utiliser la technique de calcul par EVD



Chapitre 4

Applications aux Systémes CDMA

4.1 Introduction

Lors de la conception d’un systéme de radiocommunications mobiles, un probléme fondamental
est le partage de ressources limitées entre plusieurs utilisateurs communiquant simultanément
au sein de ce réseau. La technique d’accés multiple par multiplexage fréquentiel (FDMA) fut
associée aux systémes de premiére génération. Ainsi, le systéme analogique Radiocom 2000 qui
s’est développé en France a partir de 1986 était basé sur le FDMA. La deuxiéme génération
de systémes cellulaires utilise un multiplexage temporel et fréquentiel (F/TDMA), comme la
norme GSM déployée a partir de 1991, ou déja un multiplexage par code (CDMA) comme la
norme [S-95 déployée aux Etats-Unis & partir de 1993. Le besoin de proposer aux utilisateurs
des débits plus importants conduit les constructeurs et équipementiers a s’associer au sein du
groupe 3GPP (Third Generation Partnership Project) pour élaborer la troisiéme génération
de systéme cellulaire. C’est de ce groupe de normalisation que nait 'UMTS (Universal Mobile
Telecommunication System [1]), destiné a remplacer le GSM et ses évolutions GPRS et EDGE
en Europe. D’autres standards ou normes 3G apparaissent, comme le CDMA 2000 (combinaison
d’une technologie OFDM et d’'un accés par codes), ou le FOMA japonais, premiére norme 3G
déployée. Tous ces systémes utilisent aujourd’hui une technologie CDMA, ou WCDMA.
L’étalement de spectre par séquence directe ou DS-CDMA, a tout d’abord été utilisée dans
des applications militaires : radios tactiques américaines, puis implémentation pour le systéme
global de positionnement GPS. Cette technologie a ensuite été déployée dans des systémes civils
de radiocommunications mobiles, tout d’abord 2G (IS-95 / CDMA-One), puis 3G (UMTS).
L’avantage des techniques CDMA est de présenter une grande résistance au brouillage bande
étroite, et une certaine robustesse aux interférences inter-utilisateurs. Elles présentent de plus
un intérét en terme de discrétion en raison des largeurs de bande employées.

Dans le cas d’une liaison coopérative, I’émetteur envoie des séquences d’apprentissage connues
par le récepteur pour permettre a celui-ci d’estimer les effets du canal de propagation. Ce-
pendant, ces séquences doivent étre transmises d’autant plus fréquemment que le canal varie
rapidement au cours du temps, a cause par exemple du mouvement des utilisateurs. Ainsi,
environ 25 % du débit total disponible est consacré a 'apprentissage en GSM et jusqu’a 50 %
en UMTS. Le développement de méthodes qui permettraient de supprimer les séquences d’ap-
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prentissage (méthodes “purement” aveugles) ou de réduire leur taille (méthodes “semi-aveugles”)
pourrait donc contribuer a une augmentation significative du débit utile. De plus, si le canal
induit des évanouissements séveéres, les séquences d’apprentissage en subissent elles-mémes les
effets, ce qui limite l'efficacité de la liaison coopérative.

Dans les systémes civils coopératifs actuels, la connaissance du code CDMA est exploitée a
la réception afin d’extraire le signal d’un utilisateur particulier en annulant I'interférence des
autres utilisateurs. Cependant, dans le cas d’une écoute discréte, le signal intercepté résulte
d’une somme de tous les signaux transmis simultanément dans la méme bande de base mais ni
les codes CDMA ni les séquences d’apprentissage ne sont connus.

Dans cette thése, nous nous situons dans un contexte doublement aveugle : nous supposons
que le récepteur n’a pas connaissance des codes d’étalement et ne posséde pas
d’information sur le canal. Les récepteurs aveugles que nous proposons dans ce chapitre
sont déterministes et ont pour tache essentielle d’effectuer la séparation des signaux ainsi que
leur égalisation, et ce uniquement a partir du signal observé.

Classiquement, les techniques aveugles en télécommunications (non nécessairement dans les
systémes CDMA) reposent sur certaines propriétés connues a priori, comme les propriétés tem-
porelles des signaux transmis ou les propriétés spatiales du récepteur.

Par exemple, certaines techniques forcent les signaux estimés a avoir les mémes propriéteés
déterministes que les signaux transmis, comme 'alphabet fini ou le module constant [24, 25].
D’autres algorithmes utilisent la connaissance du débit symbol constant pour effectuer un sur-
échantillonnage temporel et créer ainsi des canaux “virtuels” [8,80].

Dans un contexte MIMO, les méthodes aveugles spatiales estiment les signaux regus par un
réseau d’antennes généralement grace a des algorithmes tels que MUSIC [81] ou ESPRIT [82]
qui permettent de trouver les directions d’arrivée. La performance de ces derniers algorithmes
dépend fortement de connaissances spatiales a priori comme la calibration du réseau d’antennes
ou sa géométrie. L’utilisation de multiples antennes permet notamment d’exploiter les directions
d’arrivée des trajets multiples suivis par les signaux transmis. Bien que ces trajets multiples
soient a priori néfastes car ils imposent une étape d’égalisation pour supprimer I'lES engendrée,
ils peuvent également étre considérés comme une diversité exploitable, en particulier lorsqu’il
n’existe pas de ligne de vue directe entre 'émetteur et le récepteur. Les diversités temporelles
et spatiales peuvent également étre combinées pour construire des égaliseurs aveugles spatio-
temporels |7, 83].

Quelles que soient les propriétés utilisées, les problémes aveugles sont classiquement formulées en
termes d’algébre matricielle et consistent a résoudre un probléme de décomposition matricielle
de la forme Y = H - S, comme nous l’avons mentionné dans l'introduction. Etant donnée
I'unique connaissance de la matrice des observations Y, l'objectif est d’identifier la matrice
de mélange H (caractérisant par exemple le canal de propagation) et la matrice des sources
S (contenant par exemple les symboles numériques transmis) par une approche statistique ou
déterministe.

Récemment, les méthodes algébriques tensorielles ont recues beaucoup d’attention en traite-
ment du signal [29,37,52,54,57,84-86|. Lorsqu’un signal est intrinséquement multi-dimensionnel
sa modélisation sous forme matricielle est certes possible mais elle est moins révélatrice des pro-
priétés de ce signal qu'une modélisation tensorielle. Il s’avére d’ailleurs que les outils d’algebre
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multilinéaire sont souvent bien plus puissants que leurs équivalents matriciels.

Sidiropoulos, Giannakis et Bro furent les premiers & adopter ce point de vue dans le domaine
des télécommunications en 2000 [29]. Ils ont d’abord remarqué que les échantillons d’un signal
CDMA recu par un réseau d’antennes peuvent étre stockés dans un cube dont chaque dimension
correspond a une diversité disponible. La premiére a pour longueur le facteur d’étalement
(diversité de codage), la seconde a pour longueur la durée d’observation (diversité temporelle)
et la troisiéme a pour longueur le nombre d’antennes (diversité spatiale). Partant de constat,
ils ont montré que le probléme de séparation aveugle déterministe des signaux CDMA peut
étre résolu par la décomposition PARAFAC du tenseur des observations. Cette approche n’est
toutefois valable que pour un canal sans-mémoire, c¢’est a dire sans trajets multiples ni IES.
Dans ce chapitre, nous proposons de généraliser les travaux fondateurs de [29] en considérant
des scenarii de propagation plus réalistes, et nous montrons que les expressions analytiques des
signaux recus peuvent s’exprimer algébriquement & 1’aide des nouvelles décompositions tenso-
rielles du chapitre Bl Pour tous les modéles considérés, notre approche est purement détermi-
niste et se base sur I’exploitation de la structure algébrique des données regues. Par opposition
aux méthodes purement statistiques, notre technique ne nécessite pas I'observation de trames
longues, ce qui assouplit la contrainte de stationnarité temporelle du canal. De plus, I'indépen-
dance statistique des sources n’est pas requise. Le conditionnement des données a estimer a
toutefois un impact sur les performances, comme nous l'illustrerons dans le chapitre B

Dans la section 2], nous rappelons le modéle de transmission de signaux CDMA.

Dans la section EE3, nous considérons un canal sans-mémoire, et nous rappelons le résultat
fondamental de [29], qui établit un lien entre le signal requ et le modéle PARAFAC.

Dans la section 4], nous montrons que dans le cas de la propagation par trajets multiples avec
réflexions uniquement dans le champ lointain des antennes, le modéle analytique correspondant
peut s’écrire comme la décomposition en termes de rang-(L,L,1) du tenseur des observations.
Enfin, dans la section L3 nous montrons que dans le cas de la propagation par trajets multiples
et réflexions non uniquement dans le champ lointain des antennes réceptrices, la solution peut
étre obtenue par la décomposition en termes de rang-(L,P,.) du tenseur des observations.

4.2 Transmission de signaux CDMA

4.2.1 Systéme coopératif vs. systéme aveugle

Le modéle de transmission représenté par la figure BTl est applicable dans la liaison montante
(du mobile vers la station de base). Nous considérons R utilisateurs équipés d’une antenne
émettrice, transmettant simultanément leurs signaux, non nécessairement synchrones, vers un
réseau de K antennes réceptrices.

Dans notre étude, les utilisateurs ne disposent que d'une seule antenne émettrice si bien que, par
abus de langage, 'aspect “Multiple-Input” du systéme global que nous qualifions de “MIMO”
provient du contexte multi-utilisateurs. En d’autres termes, nous considérons dans notre étude
un systéme de communication de type “SIMO multi-utilisateurs”.

Supposons par exemple que l'utilisateur r doit transmettre le symbole s,. Dans les systémes
coopératifs, les utilisateurs transmettent périodiquement une séquence d’apprentissage, en plus
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S, : symbole de l'utilisateur r
sa :symbole d'apprentissage de I'utilisateur r
C, :code de l'utilisateur r, contient | chips

h_ : coefficient multiplicateur du canal de l'utilisateur r
(canal plat dans cet exemple: un seul trajet par utilisateur)
3, (0,): reponse de I'antenne k pour I'angle d’arrivee thetar

F1G. 4.1 — Modéle de transmission en bande de base des signaux CDMA



38 Applications aux Systémes CDMA

de leur information utile. Supposons que l'utilisateur r transmet également le symbole d’ap-
prentissage sa,. Les symboles s, et sa, sont étalés par le code CDMA c, de longueur I, alloué
de maniére unique a l'utilisateur r. Pour exposer simplement le principe du modéle de trans-
mission, nous supposons dans la figure que les séquences s,c, et sa,c, sont transmises
dans un canal sans mémoire : ces séquences sont multipliées par un scalaire complexe h, ca-
ractérisant 'atténuation associée au trajet unique considéré entre 'utilisateur r et le réseau
d’antennes. Supposons maintenant que les séquences h,s,.c, et h,sa,c, sont recues par le réseau
d’antennes selon un angle d’incidence 6,.. Chaque antenne recoit une contribution de chacun des
R utilisateurs. Les deux séquences recues par la £ éme antenne sont r, = Zle hy-sycrax(0,) et
ra; = Zle hsa.c,ax(0,), ou le scalaire complexe a(6,) est la réponse de I'antenne k a I’angle
d’arrivée 6,.

Ensuite, le traitement numérique effectué sur les séquences r; et ra, a pour fonction d’estimer
les symboles transmis s,, r € [1 : R]. Ce traitement peut étre effectué par une approche
coopérative ou une approche aveugle.

Dans les systémes coopératifs, tels que la plupart des systémes civils actuels, la connaissance a
la réception des symboles d’apprentissage sa,, des codes CDMA c,, ainsi que de la géométrie du
réseau d’antennes et de sa calibration permet d’estimer dans un premier temps les coefficients
h, de la réponse impulsionnelle des R canaux a partir des séquences ra;. Une fois ces coefficients
connus, ils sont utilisés pour extraire les symboles transmis des séquences observées ry.

Au contraire, 'approche aveugle que nous considérons dans ce manuscrit consiste a trouver
les s, r € [1 : R], uniquement & partir des observations recues rj. Le probléme a résoudre
pourrait a priori étre scindé en deux parties. D’une part, il faut effectuer la séparation des R
contributions contenues dans les signaux regus par chaque antenne, sans connaissance des codes
CDMA. D’autre part, une étape d’égalisation est également nécessaire de maniére & supprimer
I'IES éventuellement engendrée par un canal a trajets multiples sélectif en fréquence, ceci sans
connaissance de la séquence d’apprentissage.

Pour résoudre le probléme de séparation et d’égalisation aveugles des signaux
CDMA recgus, nous proposons une approche algébrique multilinéaire qui permet
d’effectuer ces deux opérations conjointement.

4.2.2 Modélisation tensorielle

Notre approche pour effectuer la séparation et I'égalisation aveugles conjointes des signaux
recus par le réseau d’antennes consiste a exploiter la structure algébrique multilinéaire de ces
signaux. La figure synthétise le concept fondamental de notre approche. Chacune des K
antennes regoit un signal yx(t). Nous observons ces signaux durant un laps de temps de durée
J.T;, ou T est la période symbole, durant lequel le canal est supposé stationnaire. Les signaux
yr(t) sont échantillonnés a la période chip T, = T/, ou I est le facteur d’étalement. Chaque
antenne fournit donc un ensemble de I.J échantillons que 'on peut ordonner dans les matrices
Y. La concaténation de ces K matrices selon la troisiéme dimension (qu’on appelle aussi mode
3) permet donc de construire le tenseur des observations d’ordre 3, noté ) € CI*/*K,

L’élément y;;, de ce tenseur correspond a l’échantillon du signal global requ par la k éme
antenne au ¢ éme instant d’échantillonnage de la j éme période symbole, i € [1: I], j € [1: J],
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0 v

recepteur
K antennes
DO O
1Yy | Y |
J J
|
K J diversite spatiale
| diversite temporelle
Yy diversite de codage

)

Decomposition tensorielle

F1G. 4.2 — Construction du tenseur des observations

k € [1 : K]. Chaque dimension du tenseur des observations correspond donc a une diversité
disponible a la réception : la premiére dimension correspond a la diversité de codage, la seconde
a la diversité temporelle et la troisiéme a la diversité spatiale.

Notons que les modéles algébriques développés dans ce manuscrit s’appliquent
aussi 4 un systéme oul les symboles ne sont pas préalablement étalés par un code
CDMA. La diversité de codage peut par exemple étre remplacée par une dimension de sur-
échantillonnage temporel [7,8], & condition de sur-échantillonner les signaux y;(¢) d’un facteur
1.

La solution que nous proposons pour résoudre le probléme de séparation et d’égalisation aveugles
consiste a décomposer le tenseur des observations en une somme de R contributions, ou R
représente le nombre d’utilisateurs actifs dans le systéme. Cependant, ’expression algébrique de
ces contributions différe selon le modéle de propagation considéré. Dans la suite de ce chapitre,
nous allons donc considérer plusieurs scenarii de propagation puis montrer que chacun d’eux
correspond a l'une des décompositions tensorielles exposées dans le chapitre
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4.2.3 Expression analytique du signal transmis

Considérons un systéme CDMA ou R utilisateurs communiquent simultanément dans la méme
bande passante. Chaque utilisateur se voit attribué de maniére unique un code d’étalement de
longueur 7. Nous notons ¢, = [¢1,¢, . .. 1] la séquence qui contient les I chips du code d’éta-
lement de 'utilisateur r. Ces codes ne sont pas nécessairement orthogonaux et sont supposés
inconnus a la réception.

La forme d’onde d’étalement e,(t) de l'utilisateur r est construite en modulant la séquence
d’étalement par un filtre de mise en forme g(¢) :

1

e (t) = Z g(t —iT,)cir,

i=1

Le filtre de mise en forme est de type cosinus surélevé défini au rythme chip.
Supposons que chaque utilisateur transmet une séquence de J symboles consécutifs, s, =
(1,895 . . . Sr]. Le signal en bande de base x,.(t) transmis par 'utilisateur r est

xr(t) = Sjrer(t _st)

M-

1

J

I
B

Sjr g(t - ZTc - st)Cir~ (41)

1 i=1

J

Nous supposons que chaque utilisateur dispose d’une seule antenne émettrice et que son si-
gnal est transmis vers un récepteur composé d’un réseau de K antennes dont la géométrie est
inconnue.

4.3 Canal sans-mémoire

4.3.1 Modéle analytique

Supposons que les signaux x,.(t), r = 1... R se propagent selon un unique trajet avant d’at-
teindre le récepteur. Le canal est donc sans mémoire et le mélange recu est considéré comme
linéaire et instantanné. Le signal en bande de base yx(t) requ par la k éme antenne s’écrit

uet) = 3 Bran6,)a, (1),

ou le scalaire ax(6,) € C est la réponse de 'antenne k selon I’angle d’incidence 6, du trajet
provenant de l'utilisateur r, et [, est le coefficient d’évanouissement dii a la propagation du
signal z,.(t) dans le canal.

Le signal y,(t) est échantillonné au rythme chip a la réception.
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L’échantillon y,j; de yi(t) recu par I'antenne k a l'instant d’échantillonnage (jI + )7, s’écrit
comme

R
Yijk = Zﬁrak(er)sjrcir
r=1
R
= Zakrsjrcira (&S [17[]7j € [17J]7k € [17K]7 (42)
r=1

ou ayr = Brag(0,). Le modéle analytique (L2) reste valable dans le cas ou il y a de I'interférence
entre chips mais pas d’interférence entre symboles (IES) [29]. 1l suffit alors de remplacer ¢;,. par
hir, o h;,. désigne le produit de convolution entre la séquence d’étalement du r éme utilisateur
et la réponse impulsionnelle du canal correspondant.

4.3.2 Modéle tensoriel équivalent : PARAFAC

Le premier récepteur algébrique multilinéaire pour les communications sans fil fut introduit par
Sidiropoulos et al. en 2000 [29]. Les auteurs ont montré que pour un canal de propagation sans
mémoire, le modéle algébrique strictement équivalent a ([2) correspond a la décomposition
PARAFAC du tenseur des observations ) € C*/*X dans lequel on a stocké les échantillons
Yijk- Ainsi, dans le cas d'un canal linéaire instantané, la contribution de chaque utilisateur peut
étre modélisée par un tenseur de rang-1.

La décomposition PARAFAC de ) consiste a estimer les matrices A € CK*E S € C/*E et
C € C*2 (ou H € C*f) contenant respectivement la réponse des antennes, les symboles
d’information et les codes d’étalement (ou les codes convolués par la R.I. du canal). On a ainsi :
[A]k,r = Ok, [S]j,r = Sjr et [C]zr = Cip.

Dans le chapitre Bl les conditions d’unicité de la décomposition PARAFAC données par les
équations (BI0) et (BII) s’interprétent comme des bornes autorisant un nombre maximum
d’utilisateurs admissibles simultanément dans le systéme. Notons que la borne (BITl) est consi-
dérablement moins contraignante que la borne (BI0) car elle autorise un nombre d’utilisateurs
substantiellement plus élevé [48].

L’article fondateur [29] a ouvert de nombreuses perspectives de recherche quant a 'apport de
I’algébre multilinéaire en traitement du signal pour les télécommunications. Les auteurs ont
ainsi montré que la décomposition PARAFAC peut étre utilisée pour construire un récepteur
algébrique aveugle dans la cas d’un canal n’engendrant pas d'TES.

Cependant, les transmissions radioélectriques sont souvent effectuées sur des canaux a trajets
multiples, qui sont dus essentiellement aux réflexions sur les obstacles physiques présents dans
I’environnement de propagation. Dans ce cas, le récepteur aveugle doit effectuer une double
tache :

i) d’une part, comme pour le modéle PARAFAC, le récepteur doit séparer les différentes contri-
butions présentes dans le mélange global recu, sans connaissance préalable des codes CDMA.
Il s’agit donc de résoudre le probléme d’interférences entre utilisateurs.

ii) d’autre part, les trajets multiples engendrent & la réception une superposition de plusieurs
versions atténuées et retardées du signal transmis par chaque utilisateur. Si I’étalement des
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délais est important, cette superposition provoque de I'ES. Pour combattre I'TES, le récepteur
a donc également une fonction d’égaliseur aveugle, i.e. sans connaissance préalable des séquences
d’apprentissage.

Dans les sections suivantes, nous montrons que ce scénario de propagation plus complexe peut
étre traité a I’aide des nouvelles décompositions tensorielles introduites dans le chapitre B

4.4 Canal multi-trajets avec réflexions dans le champ loin-
tain

4.4.1 Modéle analytique

Supposons maintenant que les signaux z,.(t), r = 1... R se propagent selon plusieurs trajets
avant d’atteindre le récepteur mais que les réflecteurs sont situés uniquement dans le champ
lointain du réseau d’antennes réceptrices, c’est a dire uniquement dans I’environnement proche
des utilisateurs.

Cette hypothése signifie que I’on ne fait pas la distinction entre les angles d’arrivée des trajets
issus d’'un méme utilisateur [7,37,38,85]. En d’autres termes, I’étalement des angles d’arrivée
est négligeable car les antennes ne “voient” qu’'un seul trajet provenant de chaque utilisateur,
auquel est associé un angle d’incidence .. Cependant, ’étalement des retards associés aux
différents trajets dans le champ lointain n’est pas nécessairement négligeable si bien que le
signal recu par les antennes peut contenir de I'TES.

Pour 'utilisateur r, nous notons h,.(t) la R.I. du canal global équivalent, résultant de la convo-
lution de la R.I. du canal effectif par la forme d’onde d’étalement e.(t). Soit L, T la durée
de h,(t), signifiant que I'IES a lieu sur L, symboles consécutifs. Le canal global est supposé
stationnaire sur la durée d’observation JT5.

L’échantillon y;;, du signal recu par la k& éme antenne a I'instant d’échantillonnage (51 + )7
s’écrit donc

R L
vigk = Y ar(0:) Y ho(i 4 (L= 1)1)sj 11, (4.3)
r=1 =1
ou ag(f,) est le coefficient de réponse de 'antenne % selon I'angle d’incidence 6, associé a
I'utilisateur 7. h,(i + (I — 1)I) est I'échantillon de h,(t) a U'instant (i + (I — 1)I)7,.

4.4.2 Modéle tensoriel équivalent : BCM-(L,L,1)

Nous collectons tous les échantillons y;;x, i € [L: I], j € [1: J], k € [1: K], dans le tenseur des
observations ) € CI*/*K_ Soit la matrice A € CE*® caractérisant la réponse des antennes,
telle que [A] = ax(6,), dont les colonnes sont les vecteurs a,.. Soient les matrices H, € C'*Ir,
r € [1: R], contenant les L, échantillons de la R.I. des canaux associés aux R utilisateurs et
la matrice H = [Hy|...|Hg] € CI*L ou L = Zfil L,. Soient enfin les matrices S, € C/*L
r € [1: R], telles que [S,];; = sj_i+1,. Ces matrices ont une structure Toeplitz due a I'IES
engendrée.
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La décomposition tensorielle strictement équivalente au modéle analytique de 'équation (E3)),
représentée sur la figure 3, est une décomposition en termes de rang-(L,,L,,1) de ). Cette
décomposition différe de la décomposition en termes de rang-(L,L,1) introduite dans le chapitre
sur les deux aspects suivants : d’une part les matrices S,. ont une structure Toeplitz et d’autre
part la longueur du canal L, peut étre différente selon 'utilisateur considéré. La contribution
d’un utilisateur donné est ainsi construite & partir d’un vecteur a, et de deux matrices H, et
S, de rang L,.

Ar

F1G. 4.3 — Décomposition en termes de rang-(L,,L,,1) avec structure Toeplitz sur S,

Dans la méme démarche de généralisation, il est désormais légitime de se demander
comment le scenario de propagation avec réflexions non uniquement dans le champ
lointain peut étre traité au moyen d’outils algébriques multilinéaires.

4.5 Canal multi-trajets avec réflexions non uniquement dans
le champ lointain

4.5.1 Modéle analytique

Supposons maintenant que les signaux x,.(t), » = 1... R, se propagent selon plusieurs trajets
avant d’atteindre le récepteur et que les réflecteurs ne sont pas uniquement situés dans le champ
lointain.

Nous adoptons le modéle paramétrique suivant : le signal x,.(¢) transmis par le r éme utilisateur
est recu par les antennes selon P, trajets distincts, ou chaque trajet est caractérisé par le triplet
(Bp.rs Oprs Tpr), représentant respectivement ’évanouissement, 1’angle d’arrivée et le retard du
p éme trajet issu du r éme utilisateur.

La principale différence avec le modéle de la section précédente réside dans la distinction des
différents angles d’arrivée du point de vue du récepteur.

La réponse du canal global entre le » éme utilisateur et la £ éme antenne réceptrice peut donc
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s’écrire
Py
P (1) = Z By (Op,r)er(t — Tpr).
p=1

Supposons que l'étalement des retards pour le r éme utilisateur engendre de I'IES sur L,
symboles consécutifs, c’est a dire hy,(t) est de durée L, Ty, Vk € [1: K.

Aprés échantillonnage du signal re¢u par chaque antenne au rythme chip, I’échantillon y;;;, du
signal recu par la k éme antenne a Uinstant (57 + ¢)7, s’écrit

R P Ly
Yijk = Z Z Bp,rai(6p,r) Z epr (i + (= 1)I)Sj—141,, (4.4)
r=1 p=1 =1

ol e,,(i + (I — 1)I) est I'échantillon de e, (t — 7,,) a l'instant ¢t = (i + (I — 1)1)T...

4.5.2 Modéle tensoriel équivalent : BCM-(L,P,.)

R
J = ZT:I Pr

F1G. 4.4 — Décomposition en termes de rang-(L,,FP,,.) avec structure Toeplitz sur S

Nous collectons tous les échantillons y;;x, i € [1: I], j € [1: J], k € [1: K], dans le tenseur des
observations ) € C/*/xK,

Soit la matrice A, € CKX*Fr caractérisant la réponse des K antennes aux angles d’arrivée des
P, trajets de l'utilisateur r, telle que [A,|p, = Bprar(,.), p€[1: P, ke [l: K]

Soit le tenseur H, € C'*L*F dont chacune des P, tranches frontales H,)..p € CI*Lr contient
les IL, échantillons e, (i + (I —1)I),ie€[1:I],l€[1:L,].

Soit enfin la matrice Toeplitz S, € C/*%r, telle que [S,];; = $j_111,-

Le modéle algébrique strictement équivalent au modéle analytique de I'équation () est

R
y - Z Hr ® Sr o3 Ar~ (45)
r=1
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Cette décomposition de ) en termes de rang-(L,,P,,.), représentée par la figure 24 différe de
la décomposition en termes de rang-(L,P,.) introduite dans le chapitre Bl sur les deux aspects
suivants : d'une part les matrices S, ont une structure Toeplitz, d’autre part la longueur du
canal L, et le nombre de trajets P, peuvent étre différents selon l'utilisateur considéré, si
bien que chaque utilisateur est caractérisé par une contribution de rang-(L,,P,,.) au lieu d'une
contribution de rang-(L,P,.).

4.6 Conclusion

Propagation Probléme Modeéle tensoriel
trajets directs séparation aveugle PARAFAC
trajets multiples, réflexions séparation et égalisation BCM-(L,L,1)
champ lointain aveugle
trajets multiples, séparation et égalisation BCM-(L,P,.)
réflexions non uniquement aveugle
dans le champ lointain

TAB. 4.1 — Association entre modéles de propagation et récepteurs tensoriels

Dans ce chapitre, nous avons montré que le probléme de séparation et d’égalisation aveugles
de signaux CDMA peut étre formulé en termes d’algébre tensorielle. A chaque scénario de
propagation considéré correspond une décomposition tensorielle donnée, comme illustré par le
tableau ELT]

Si la condition d’'unicité de ces décompositions est respectée, leur calcul consiste a extraire les
contributions des R utilisateurs présentes dans le tenseur des observations ). En ce sens, les
récepteurs aveugles tensoriels proposés permettent la séparation des différentes sources présentes
dans le mélange.

Si le canal engendre de I'TES, le récepteur doit également égaliser le signal estimé de chaque
utilisateur. Ainsi, la structure Toeplitz des matrices contenant les symboles peut s’interpréter
comme une opération de déconvolution.

Dans la suite logique de la démarche de modélisation présentée dans ce chapitre, il s’agit
désormais de concevoir des algorithmes aveugles a la fois rapides et robustes pour le calcul des
décompositions tensorielles. Cet aspect crucial est 'objet du chapitre suivant.



Chapitre 5

Les Algorithmes de Calcul des
Décompositions Tensorielles

5.1 Introduction

Dans le chapitre B, nous avons montré comment les nouvelles décompositions tensorielles intro-
duites dans le chapitre Blménent & des récepteurs aveugles pour la liaison montante de systémes
CDMA. Le probléme d’égalisation et de séparation aveugles des signaux recus par un réseau
d’antennes peut ainsi étre résolu par la décomposition du tenseur des observations. Dans ce
chapitre, nous proposons plusieurs algorithmes de calcul des décompositions tensorielles.
Dans la section 22 nous montrons comment ’algorithme des moindres carrés alternés (ALS
pour “Alternating Least Squares”), frequemment utilisé pour la décomposition PARAFAC, peut
étre adapté aux modeles plus généraux BCM-(L,L,1), BCM-(L,P,.) et BCM-(L,M,N) [31,32,35].
En particulier, pour I'application des modéles BCM-(L,L,1) et BCM-(L,P,.) proposée dans le
chapitre précédent, nous montrerons comment la structure Toeplitz de la matrice des symboles
peut étre préservée a chaque itération, de maniére a faciliter I’égalisation.

Dans le chapitre précédent, nous avions considéré des valeurs différentes de L (longueur de la
R.I. du canal) et P (nombre de trajets multiples) pour chaque utilisateur. Ainsi, les récepteurs
multilinéaires aveugles correspondaient aux décomposititons BCM-(L,, L,,1) et BCM-(L,,P,,.).
Dans ce chapitre ainsi que dans le suivant, nous considérons la méme valeur de L et de P
pour tous les utilisateurs. Cette hypothése certes simplificatrice ne change pas la structure
fondamentale des algorithmes proposés dans ce chapitre et permet d’alléger considérablement
la notation.

Dans la section (23], nous montrons comment l'insertion d’une étape de recherche linéaire avant
chaque itération de I’ALS permet d’améliorer considérablement les performances. Pour le mo-
déle PARAFAC, plusieurs types de recherche linéaire existent. Récemment, les auteurs de [40,41]
ont montré que pour des tenseurs réels, le pas optimal de la recherche linéaire peut étre calculé
et les performances obtenues sont remarquables par rapport a I’ALS standard. Dans [87, 88,
nous avons généralisé ce résultat au cas complexe et nous ’avons appliqué aux modeles plus
généraux que PARAFAC.

Dans la section B4, nous proposons un algorithme d’optimisation de type Gauss-Newton : I’al-

46
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gorithme de Levenberg-Marquardt [89,90]. Cet algorithme a été proposé pour la décomposition
PARAFAC d’un tenseur réel dans [46]. Nous avons généralisé cet algorithme pour I'appliquer
au calcul de la décompositition d'un tenseur complexe suivant le BCM [31,47].

Dans la section B3 nous montrons comment le tenseur des observations peut étre préalablement
compressé avant d’étre décomposé par I'un des trois algorithmes précédents. Cette réduction
de dimension permet un gain de temps considérable.

La section présente quelques résultats de simulations sur des données non bruitées. L’étude
de I'impact de divers facteurs sur les performances des algorithmes proposés permet de mettre
en évidence les forces et les faiblesses de ceux-ci.

La section B présente quelques résultats de simulations de Monte-Carlo sur des données enta-
chées d’un bruit blanc additif gaussien. Les performances du MMSE non-aveugle sont données
comme point de comparaison.

5.2 L’algorithme ALS

Le principe général de cet algorithme est simple. Soit un tenseur ) d’ordre N suivant une
décomposition donnée, et dont les N matrices de données inconnues (une par dimension) sont
notées AW ... AW, Le tenseur ) peut s’écrire matriciellement de N facons différentes, selon
le type de découpage choisi. Notons Y™, n = 1,..., N, ces représentations matricielles. Pour
chaque Y™, il existe une matrice Z™ construite a partir des n — 1 matrices de I’ensemble

Q={AW AWML _LAM] telle que
Y™ =27 AM, (5.1)

Etant donné la connaissance de ) uniquement, l'algorithme ALS consiste & exploiter les N
équations du type (BI) pour estimer les matrices A de maniére alternée. Ainsi, étant donnée
I'estimation précédente de toutes les matrices de I’ensemble 2, I'estimation de A au sens des
moindres carrés est obtenue par A = (Z)F .y ™),

5.2.1 ALS-PARAFAC

L’ALS peut étre considéré comme l’algorithme standard permettant de calculer la décompo-
sition PARAFAC [30]. Rappelons tout d’abord les trois représentations matricielles du ten-
seur ) données dans le chapitre Bl : Yigwy = (H® A) - ST, Yx = (SO H) - AT et
Yisxr = (A ®S)-H'. Chaque représentation permet d’estimer 1'une des trois matrices au
sens des moindres carrés, les 2 autres étant fixées. I.’algorithme [l donne les étapes de I’ALS
pour le modéle PARAFAC, ou le superscript n indique I'estimation a la n iéme itération.

En pratique, pour améliorer la stabilité numérique de l'algorithme, on insére une étape de
normalisation des colonnes de H(™ aprés sa mise a jour et de méme pour S™. Cette étape ne
change pas la solution du fait de I'indétermination du modéle (chaque colonne est estimée a un
facteur d’échelle pres).
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Algorithme 1 : ALS-PARAFAC
Initialize S© and A©, set n =1
while |V — YD > ¢ (e.g. e=107") do
t
CH® = (Yiesn) ((A(n—n © S(n—l))T>

1
SS™ = (Y ((H(m © A(nﬂ))T)
T

SA® = (Yonx)T <(S(n> o H(n))T>

-Setn«—n-+1
end

5.2.2 ALS-BCM(L,L,1)

L’algorithme ALS pour la décomposition en termes de rang-(L, L, 1) a été proposé dans [35,37].
Rappelons les trois représentations matricielles du tenseur des observations )) données dans
le chapitreBl: Yixxy = HOrA)-ST | Yk = [vec(H;-ST)...vec(Hg-SE)] - AT |

Yisxr = (A®grS)-HT . L’algorithme Bl donne les étapes de I’ALS pour le BCM-(L,L,1).

Algorithme 2 : ALS-BCM(L,L,1) sans imposer la structure Toeplitz sur S
Initialize S© and A, set n =1
while |V — YD > ¢ (e.g. e=107") do
“H® = (Yes)" - (AMD @p SO
- S0 = (Yirews)" - (H 0 ACD)T)!
A = (Yyr)” - ([vec(B - S() L vee(HE) S%’T)]T)T

-Setn<+—n-+1
end

Toutefois, les matrices S, ont une structure Toeplitz & cause 'IES et imposer cette structure a
chaque itération de I’ALS permet de réduire 'ambiguité sur ces matrices. En effet, les matrices
d’ambiguité F, € CF*F sur S dans I'équation (BI8) se réduisent dans ce cas a A\, ou A € C,
car toute autre matrice détruirait la structure Toeplitz. En imposant cette structure sur S,
I’ambiguité se réduit donc a un scalaire complexe, ce qui facilite I'étape d’égalisation. Pour
estimer les symboles contenus dans S,., il faut trouver A, ce que 'on peut faire en supposant
par exemple le premier symbole S,.(1,1) connu.

Pour imposer la structure Toeplitz & chaque itération de I’ALS, nous allons mettre a jour le
vecteur générateur de la matrice S au lieu de S elle-méme. Pour chaque utilisateur, la matrice
des symboles transmis S, € C’*” a la structure suivante :
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Sl,r SZ,r SJ—L+1r SJ—l,rSJ,r
Sor T T Si,
T ) . - N
S27L,r S),r %.r %,r SJfL‘rl.
NOtOns S, = [S9_ 1., 83 Ly - S1rs S2ry -5 5770 le vecteur de taille J 4+ L — 1 x 1, générateur

de S, et s = [s1;89;...;8g] le vecteur de taille R(J + L — 1) x 1, générateur de S. La matrice
Yikx; = (HOrA)-ST peut aussi s'écrire Yipns = Zle(Hr ®a,) ST = Ele G, ST,
ou G, = H, ® a, est de taille IK x L. Soit Yj;x = vec(Ykxs). On a alors :

R
Yk = ZMr Sy,

r=1

otl la matrice M, € C/TEXJHL=1 ot construite ainsi :

G 1, G 1, Ok o o o o O

Ok [G 1, - [G 1, Ok o o o o O
M, = i "

Ok oo e e O (G LG

Le vecteur [G,].;, | € [1 : L], représente la [ éme colonne de G,, c’est a dire [G,].; = [H,].,®a,..
Par concaténation, on a donc
YJ[K =M- S, (52)

ou M = [M; ... Mg]| est de taille JIK x R(J + L — 1). Nous sommes désormais en mesure de
construire l'algorithme ALS pour le BCM-(L,LL,1) qui impose la structure Toeplitz sur S, cf.
algorithme

Algorithme 3 : ALS-BCM(L,L,1) avec préservation de la structure Toeplitz sur S
Initialize S© and A, set n =1
while ||[Y® — Y| > € (e.g. ¢ =107°) do

SH® = (Yes)" - (AMD @p ST

- A = (Y )" - ([vec(H&”) : Sgnil)T) x .vec(Hg) : Sgll)T)]Ty

- Build M®™ from H™ and A™

- s = (MO Y

- Build 8™ from its generator vector s

-Setn<+—n-+1
end

En pratique, on peut améliorer la stabilité numérique de 1’algorithme en réalisant une décom-
position QR de chaque sous-matrice H, de H aprés la mise a jour de celle-ci. Ainsi, aprés avoir
calculé Hr") = Q, - R,, on peut choisir Hg") = Q,. Cette étape ne change pas la solution car
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I'indétermination du modéle implique que I'on obtient en fait une estimation de ’espace généré
par les colonnes de H, et non la matrice H, elle-méme. Ainsi, R, peut étre interprétée comme
la matrice d’indétermination.

5.2.3 ALS-BCM(L,P,.)

[’algorithme ALS pour la décomposition en termes de rang-(L, P,.) a été proposé dans [31,32].
Rappelons les trois représentations matricielles du tenseur des observations ) données dans le
chapitre B :

Yixxs = [(Hl o3 A1)1K><L cee (HR o3 AR)IKxL] - ST
Yiixx = [(Hl L Sl)JIxP . (HR ® SR)JIxP] AT
Yrixr = (A®rS)-HT

Si la structure Toeplitz de S n’est pas prise en compte on peut construire 'algorithme ALS
correspondant, cf. algorithme Hl

Algorithme 4 : ALS-BCM(L,P,.) sans imposer la structure Toeplitz sur S

Initialize S© and A®, set n =1
while ||[Y® —Y"=D|z > € (e.g. ¢ =107°) do
“H® = (Yeser)" - (A0 @ 8-D)T)T

n n— n n— f
-S™) = (Yigus) - ([(Hg ) o Ag 1))IKXL . (ng) o3 AE% 1))1KXL]T)

n n n n T
- A® = (Y1) <[(H§ V02 S s1xp .. (HY o S%))szP]T)

-Setn«—n-+1
end

De méme que précédemment, nous allons modifier la régle de mise a jour de S de maniére a
imposer la structure Toeplitz pour effectuer ’égalisation a la réception. La décomposition de
Y selon le modéle BCM-(L,P,.) peut s’écrire ) = Ele G- S, ou G. = H, e3 A, est un
tenseur de taille I x L x K. Soit la représentation matricielle G, € C'% >~ du tenseur G, et soit
YJ]K = UGC(Y]KXJ). On a alors :

R
Yk = ZMr *Sr,

r=1

ou, comme dans la section précédente, la matrice M, € C//EX/+L=1 ogt construite a partir

de G,, et s, € C/TE71X1 est le vecteur générateur de S, qui contient les symboles numériques
appartenant & un alphabet fini. On aboutit donc a la méme équation

YJ[K =M- S, (53)

ou M = [M;...Mpg] est de taille JIK x R(J + L — 1). Nous sommes désormais en mesure
de construire 'algorithme ALS pour le BCM-(L,P,.) qui impose la structure Toeplitz sur S, cf.
algorithme
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Algorithme 5 : ALS BCM-(L,P,.) en préservant la structure Toeplitz

Initialize S© and A©, set n =1
while ||[Y® — Y|z > € (e.g. ¢ =107°) do

n— n— n— n— T
- A = (Y k)" <[(H§ Y ey SU ) rep . (HY Y 0S4 U)fop]T)

_H® — (YKJxI)T . ((A(n) o S(n—1))T)T
- Build M™ from H™ and A™

- gln = (M(n))T - Yk

- Build S™ from its generator vector s

-Setn«—n-+1
end

En pratique, on peut améliorer la stabilité numérique de I’algorithme en réalisant la décompo-
sition QR de chaque bloc A, de la matrice A, A, = Q, - R,, puis on peut choisir A, = Q,,
dans la mesure ou R, peut étre interprétée comme l'indétermination sur A. De méme pour S
si I’algorithme ne préserve pas la structure Toeplitz.

5.2.4 ALS-BCM(L,M,N)

Bien que le BCM(L,M,N) n’intervienne pas directement dans le contexte applicatif considéré
dans le chapitre Bl nous proposons 'algorithme ALS associé a ce modéle en partant des 4
expressions suivantes du tenseur ) :

Yixxs = (H ©R A) - blockdiag ((DI)LNxMa ceey (DR)LNXM> - ST )
Yiixx = (SorH)-blockdiag ((D1)svrxn,---, (Dr)mrxn) - AT
Yrixr = (A ORr S) - blockdiag ((D1>NM><L7 cees (DR>NMXL) -HT

(D1)Lmn
et Yok =Hi®S1®A,,... HR ® SR ® Ag) - :

(Dr)Lmn
Soient Dgrnwry = blockdiag ((D1)onxass - - -5 (DR)LNxM)s

Drarxry = blockdiag ((D1)yrxn, - - - (Dr)mLxw),
Drnyrxrr = blockdiag ((DI)NMXL7 ceey (DR)NMXL)
(D1)Lmn
et Drryn = :
(Dr)rmn
[’algorithme B donne les étapes de I’ALS pour le modéle BCM(L,M,N).

La stabilité numérique de 1’algorithme peut étre améliorée en pratique en réalisant une décom-
position QR de toutes les matrices A,., S, et H, aprés leur mise a jour.
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Algorithme 6 : ALS-BOM(L,M.N)
Initialize S© and SO, set n =1
while ||[Y® — Y|z > € (e.g. ¢ =107°) do

f - f
_ H(n) = (YKJX[)T . ((A(n_l) ® S(n_l))T> ((DEQNJBXRL>T>
f n— f
=S = (Y0)" - ((H(") © A(nfl))T> <(D§%LJ\17)xRM)T>
t e f
A = (Y 60)" ((S(") O H(n))T> ((DE{M?XRN)T>

- DgLL)MN = (Hgn) ® Sgn) ® Agn)a ce HE?) ® Sﬁ?’ ® AE?)T Yk
-Setn«+—n+1
end

5.2.5 Inconvénients de I’ALS

Bien que relativement aisé & mettre en oeuvre, 'algorithme ALS est connu pour converger
lentement lorsqu’il est appliqué a des données présentant un fort de degré de colinéarité. Cet
algorithme est donc sensible au conditionnement des données a estimer, qu’il soit employé pour
le calcul de la décomposition PARAFAC [91] ou des modéles généralisés [31]. Lorsque les ma-
trices inconnues sont mal conditionnées, ou lorsque les matrices estimées lors d’une itération
sont mal conditionnées, ’ALS traverse un palier, c¢’est & dire une région ou la fonction de cott
ne diminue presque plus, avant de diminuer a nouveau [92]. La figure Bl illustre le comporte-
ment typique de I’ALS pour la séparation de données non bruitées. La figure représente
I’évolution de la fonction de cotit ¢ pour un probléme “facile”, c’est a dire pour des données
bien conditionnées. La convergence de I’ALS est linéaire. La figure [5.1(b)] représente 1'évolution
typique de ¢ pour des données mal conditionnées. La fonction de coiit stagne sur un palier
durant 2,5.10* itérations avant de décroitre & nouveau. Il s’avére que la longueur de ce palier
augmente avec le conditionnement des données (nous illustrerons cet aspect plus en détail par
la suite). Une solution permettant de réduire la taille de ce palier est d’insérer un étape de
recherche linéaire avant chaque itération de I’ALS. C’est ['objet de la section suivante.

5.3 Ajout d’une étape de Recherche Linéaire optimisée

5.3.1 Principe

La recherche linéaire a été proposée dans [30, 66| afin d’accélérer la convergence de I’ALS
pour le calcul de la décomposition PARAFAC. A Titération n, la recherche linéaire consiste
en l'interpolation linéaire des facteurs inconnus H, A et S & partir de leurs estimations aux
itérations n—1 et n—2. Cette étape est effectuée avant chaque itération de I’ALS et les matrices
interpolées sont directement utilisées en entrée de l'itération I’ALS. Ces matrices interpolées,
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Fi1G. 5.1 — Convergence typique de I’ALS : évolution de ¢ pour des données non bruitées

que I'on note H™w) A (ew) ot §(new) sont définies par

Amew)  _— A (n=2) +p (A(n—l) _ A(n—Z))
S(new) _ S(n—Z) + p (S(n—l) _ S(n_Q)) . (54)
H(new) _ H(n—2) + P (H(n—l) - H(n—Z))

Les matrices G = A0 — A(=2) G = g=1) _ §(n-2) ot G = H("-1 — H"2) sont les
directions de recherche. Le choix du pas p effectué dans ces directions de recherche est primordial
car il conditionne l'accélération de la convergence de I’ALS standard. Dans [30], le pas a une
valeur fixée (entre 1.2 et 1.3). Dans [66], le pas est p = n'/3 et I'étape de recherche linéaire est
acceptée uniquement si la valeur interpolée de la fonction de coiit, ¢p(H™ew) Srew) A (new)) “egt
inférieure & sa valeur courante. Notons que si p = 1, on a Aew) = A=) Grew) — gn=1) of
HMew) — H=1  c’est a dire une mise a jour ALS standard : la recherche linéaire est annihilée.
Pour des tenseurs réels suivant le modéle PARAFAC, un résultat remarquable a été obtenu
dans [40,41], o les auteurs ont montré que le pas réel optimal peut étre déterminé en calculant
les racines d’un polynéme de degré 5. La méthode proposée est appelée ELS, pour “Enhanced
Line Search”.

C’est cette idée que nous proposons de généraliser aux tenseurs complexes suivant le modéle
PARAFAC ou un modéle plus général. Dans la suite, nous proposons donc une technique de
recherche linéaire optimisée avec pas complexe, nommée ELSCS pour “Enhanced Line Search
with Complex Step ” [87,88].

5.3.2 Recherche linéaire optimisée avec pas complexe (ELSCS)

Pour le modéle PARAFAC, I'une des expressions possibles de la fonction de coiit est

O(H,S,A) = | Yisur — (A®S) - H||Z. (55)
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Pour les modeéles BCM-(L,L,1) et BCM(L,P,.), une expression de la fonction de cout est
¢(H,S,A) = | Ygsxr — (AOgS)-H ||, (5.6)

Selon le modéle considéré, les dimensions des matrices A, S et H ne sont pas les mémes mais le
principe général de la recherche linéaire optimisée que nous allons expliciter ici est strictement
identique pour tous les modéles. Certes la fonction de coit pour le modéle PARAFAC fait
intervenir le produit de Khatri-Rao (®) tandis que les modéles BCM font intervenir le produit
de Kronecker partitionné (®g). Cependant, c’est une propriété commune a ces deux produits
que nous allons utiliser.

Propriété : Pour toutes matrices Vi et Vo de méme dimensions et pour toute matrice U
ayant le méme nombre de colonnes que Vi et Vo, on a U® (V1 +Vy)=U6V; + UG V.
De maniere similaire, pour toutes matrices Vi et Vo de méme dimensions et partitionnées en
R blocs, et pour toute matrice U partitionnée également en R blocs, on a U ©g (Vy + Vg) =
Uor Vi +UGrV,.

Ainsi, toutes les expressions obtenues pour le BCM dans la suite de ce paragraphe sont iden-
tiques pour PARAFAC, a la seule condition de substituer ® a ®p.

Tout d’abord, la combinaison de (E4) et de (B6) montre que, étant donné les estimations de
H, A et S aux itérations n — 1 et n — 2, le pas optimal p a l'itération n minimise

(n) T 2
ELSCS = H(A("ew) ©r Sre)) - (H")) " — Yiesur .

T 2

F

(5.7)
En utilisant la propriété précédente de ®p, I'équation (&) peut s’écrire
n 2
Slscs = ||0°Ts + p*Ta + pTy + Tol|,,. (5.8)

ou les matrices T3, T, Ty et Ty, de taille K.J x I, sont définies par

T3 = (G40OrGs)GH

T, = (GA@RGS)H+(A@RG5—|—GA®RS)GH
T, = (A@R S)GH+(A@RG5+GA@RS)H ’
Ty = (AOrS)H — Yiur

et oll n et n — 2 ont été omis pour simplifier la notation. Soit la matrice T € C/K/*4 définie
par
T = [Vec(Ts3)| Vee(Ts)| Vee(Ty)| Vee(Ty)].

L’équation (28 est équivalente a
Of1scs =T ulfp =u - T T, (5.9)

ot u = [p?, p%, p, 1] est inconnu.
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Pour des données réelles, (B9 s’écrit <;5(E’QSCS =ul - TT . T - u, qui est un polynéme de degré
6 et de variable réelle p. Le pas optimal réel peut donc étre déterminé selon la technique ELS
proposée dans [40,41]. Cependant, les données traitées dans l'application d’égalisation et de
séparation aveugles de signaux CDMA sont complexes et nous allons proposer une technique
de calcul du pas optimal complexe. Notons ce pas p = r.e?, ou r est le module de p et 6 son
argument. Notre approche est itérative et consiste & minimiser (bELSCS en alternant les mises
a jour de r et 6. La complexité de l'itération est faible comparativement a l'itération ALS,
puisque la mise a jour de r et 6 consiste a trouver les racines de polynomes respectivement de
degré 5 et 6, comme nous le montrons dans le paragraphe suivant.

5.3.3 Calcul du pas complexe

La matrice connue A = T# . T de taille 4 x 4 a des éléments complexes définis par [A],,, =

)

Qo+ JBmn. Puisque A est hermitienne, o, , = s Bmn = —Bam €t Bmm = 0 :
Q1 (g (13 (g 0 512 513 514
Real(A) _ Qg (igg (ig3 (Xgy Im(A) _ —512 0 523 524
13 Q3 Q33 Qg | —Bis —Ps 0 B34
Qg Qigqg i34 Oy —514 —524 —ﬁ34 0

(a) Minimisation partielle de ¢, 5cs par rapport a r :

A partir de (B3), on peut réécrire ¢prscs = u’ - A - u sous forme d’un polynome de degré 6
de la variable r, ¢prscs(r) = Zf;:o x,r?, dont les coefficients x,, dépendent uniquement de 6 et
des coefficients de A :

;

Tg = 11

Ty = 2a15c08(0) + 26125in(0)

Ty = Qg + 20i13c05(20) + 251351n(20)

r3 = 2a14c08(30) + 20i93c05(0) + 2514510 (30) + 2F535in(0)
Ty = Q33 + 2094c05(20) + 294510(26)

T = 2a34c05(0) + 203451n(0)

 To = Qiyg

Etant donné la derniére mise & jour de ¢, la minimisation partielle de ¢rrs5cs par rapport a r
consiste donc a trouver la racine de

5 5
¢ELSCS = (p+ Dzppar” (5.10)
p=0

qui minimise ¢rrscs(r).
(b) Minimisation partielle de ¢g;5cs par rapport a ¢
On peut montrer que :

OrLscs(0) = a1cos(30) + ascos(20) 4 azcos(0) + ag + bysin(30) + basin(260) + bgsin(6) |
(5.11)
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ol les a; ne dépendent que de r et des coeffs des «,,, et les b, ne dépendent que de r et des

B

(a; = 2r3any
as = 2rtans + 2120,
as = 2’["50412 + 27“30[23 + 27“0(34
ag = 10y +riog +riag 4wy
by = 2r 3514
by = 21 B13 + 21* oy
by = 2r°01a 4 2r®Bag + 2r (a4

La dérivée partielle de ¢prscs(f) par rapport a 6 s’écrit

‘W%ecs(m = —3aysin(36) — 2aasin(20) — azsin(0) + 351cos(30) + 2[5c0s(20) + ﬁgcoiéeié)
Apres le changement de variable ¢ = tan(%) et la substitution de cos(f) = }lg et sin(f) = 24

dans (BEI2), on obtient

doprscs(t) > oo dpt”
50 (tep

ot les coefficients d,, ne dépendent pas de 0 :

(5.13)

(dg = —3b +2by — b
ds = —18a; + 8as — 2as
d4 = 45b1 — ]_Obg — bg
dg = 60(11 - 4(1,3
dy = —45b; — 10by + b3
dy = —18a; — 8as — 2as
dy = 301 + 2by + b3

\

Etant donné la derniére mise & jour de r, la minimisation partielle de ¢grscs par rapport a 6

6
¢ ) _ Zpmo Bt
EL(%STCS( ) — (7@ qui minimise PrLscs(t).

consiste donc & trouver la racine de

5.3.4 Schéma de l’algorithme ALS+ELSCS

L’algorithme ELSCS consiste a trouver p en minimisant ¢g;scs de maniére alternée par rap-
port & r et #. Ce schéma itératif est ensuite inséré dans I’ALS standard, comme figuré dans
I’algorithme [

Qu’il s’agisse du modéle PARAFAC ou d’un modéle plus général et que la structure Toeplitz
de S soit préservée ou non, l'algorithme ALS+ELSCS garde la méme structure.

Les figures [p.2(a)] et p.2(b)] représentent 1'évolution typique de la fonction de coiit ¢, pour
les algorithmes ALS seul, ALS+LSB (Line Search proposée par Bro dans [66], c’est a dire
p =n'3), ALS+LSH (Line Search proposée par Harshman dans [30], c’est a dire p = 1.25) et
ALS+ELSCS.
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o7

Algorithme 7 : ALS+FELSCS

Initialize H®, H® SO SM A0 AWM get n=1;

while Hy(”) — y(”_l)HF > €1 (69 €1 = 10_6) do

-n<—n+1;
——— Start ELSCS scheme——
-Set p=1;

while [6) g0 — 0 stsl > €2 (e.9. €2 =107*) do

- update r from (I) with 6 fixed;
- update 6 from (E2T3]) with r fixed;
-p—p+1
end
- Build A(ew) S(ew) and HC) from (E4);
—— Start ALS updates——
- Find S™ from H™) and A(ew),
- Find H™ from A(™®) and S™;
- Find A™ from S™ and H™;

- Build Y™ from S, H™ and A™;

end
10° . ‘ 10°
—o—ALs
—e— ALS+LSB
10° | —&— ALS+ELSCS|
——— ALS+LSH
= 0 ————
10 10°
=y ~ S
5 10 B
= c
kS ]
= 5. 5
g 10° g 10
(0]
107
ALS+LSB
-10
10 10 Tk .
o ALS+ELSCS ALS+LSH ALS
10 12 i i i i i i i i i i
0 10 20 30 40 50 60 05 1 15 2 25 3
number of iterations number of iterations 10"
(a) pas de palier (b) palier

F1G. 5.2 — Convergence typique des algorithmes avec Line Search
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Pour le probléme bien conditionné de la figure[p.2(a]] les algorithmes ALS+LSB et ALS+ELSCS
ont des performances similaires et permettent de réduire le nombre d’itérations d’un facteur 2
par rapport a 'ALS. I’algorithme ALS-+LSH a permis de gagner quelques itérations. L’ajout
d’une étape de recherche linéaire permet ainsi d’augmenter le taux de convergence par rapport
a I’ALS standard.

Pour le probléme mal conditionné de la figure les 3 algorithmes utilisant une étape de
recherche linéaire ont permis de réduire considérablement la longueur du palier. .”ALS standard
a convergé en 2,7.10* itérations, I'algorithme ALS+LSH en 1,2.10* itérations, I’algorithme
ALS+LSB en 5.10° itérations et I'algorithme ALS+ELSCS en 2.10% itérations. Il n’est pas
nécessaire d’exiger une trés grande précision dans le sous-algorithme ELSCS : en général, en
choisissant €5 = 1074, le critére d’arrét est satisfait en moins de p = 10 itérations. De plus,
la complexité d’une itération de I'ELSCS est faible (calcul des racines de deux polynomes de
degré 5 et 6) comparée a la complexité de la mise a jour ALS. Par conséquent, si le gain
en nombre d’itérations est de G' % par rapport a I’ALS seul, le gain en temps de calcul est
approximativement le méme. Nous illustrerons cet aspect plus en détail dans la section

5.4 L’algorithme de Levenberg-Marquardt (LM)

L’algorithme de Levenberg-Marquardt (LM) est basé sur une mise a jour de type Gauss-Newton
des inconnues. Pour une itération donnée, toutes les inconnues sont estimées conjointement,
contrairement a I’ALS qui met & jour les composantes de maniére alternée. Cet algorithme
a été proposé notamment dans [46] pour le calcul de la décomposition PARAFAC. Dans la
section B.4T], nous explicitons cet algorithme d’une maniére générale, valable pour les modéles
PARAFAC, BCM-(L,L,1) et BCM-(L,P,.). Les équations seront donc formulées de maniére
générique en fonctions des matrices A, H et S, dont les dimensions différent selon le modéle

considéré. Les spécificités de cet algorithme propres a chacun des modéles seront développées
dans les sections A2 BAd et B2l

5.4.1 Principe général

Considérons les vecteurs colonnes p = vec(AT), pg = vec(HT) et pg = vec(ST) qui contiennent

respectivement les éléments des matrices estimées A, H et S. Soit le vecteur p, qui résulte de
la concaténation de toutes les inconnues,

PA
P= | Pq |: (5.14)
Ps

et soit F' la taille de p, c’est a dire le nombre total d’inconnues.

Notons M = KJI. Soit ) € CI*/*E yne estimation du tenseur des observations et soit
y € CM*1 une représentation vectorielle de :)7, construite a partir de p en fonction du mo-
déle considéré. De méme, on note y € CM*! une représentation vectorielle du tenseur des
observations ). Le vecteur des résidus, de taille M x 1, s’écrit donc r(p) =y —y.
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Considérons la fonction de cott
1
o(p) = 5 I ()7 =

qui est la méme que pour I’ALS au facteur % pres, introduit ici pour simplifier les notations a
venir. Etant donnée une estimation p™ de p a I'itération n, p"*? est obtenu par

1

5r(P)"r(p), (5.15)

p ) = p™ | Ap. (5.16)

ot le pas Ap doit étre calculé de maniére a garantir une direction de descente pour ¢. L’équation
(ET4) définit la régle de mise a jour de p
La méthode de Gauss-Newton se base sur 'approximation des résidus au voisinnage de p(™ par
un dévelopement en série de Taylor tronqué aprés le terme d’ordre 1. Ainsi, pour ||Ap|| assez
petit, on a :

r(p™ + Ap) =~ r(p™) + I (p")Ap, (5.17)

oit J(p(™) est la matrice Jacobienne de taille M x F dont les éléments j,,; sont définis par

0rm(P™) _ 03m(P™)
Opy 0py

Jmf = (5.18)
En utilisant 'approximation de r(p™*+1)) définie par I'équation (&I, on peut écrire I'expression
de la fonction de cout (BIH) aprés correction, en fonction de Ap :

o(p™ 4+ Ap) = sr(p™ + Ap)r(p™ + Ap)

crfr + ApHJHr 4+ SAPHIHIAp
(p™) + Ap” I + S AP IHJAp
(Ap)

oil r et J représentent respectivement r(p™) et J(p™). Le pas Ap pour la mise & jour de type
Gauss-Newton de p est solution de

12

2

S (5.19)
¢

Ap = argminap{¢(Ap)}.
Le gradient et le Hessien de ¢ sont

¢ (Ap) =Jr + JHIAp,  ¢'(Ap) =TT (5.20)

La matrice symmétrique gZ;”~(Ap) est indépendante de Ap. De plus, si la matrice J de taille
M x F est de rang F', alors ¢ (Ap) est définie positive, ce qui implique que ¢(Ap) a un unique
minimum [90]. Ce minimum peut étre trouvé par la résolution de

¢'(Ap) =0 <= (J1J)Ap = —J"r. (5.21)

On peut simplifier la partie droite de cette équation. En partant de ¢ : C' — R donnée par

I'équation (BIH), on a

M

S0 = 3 [ | )

5pf 5pf
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Ainsi, le gradient de ¢ en p™ est

def n N H n
g= ¢ (p™) =J (") r (p™). (5.22)
Finalement, la correction Ap qui minimise qB(Ap) est obtenue par la résolution du systéme
d’équations normales suivant

(J73)Ap = —g, (5.23)

oil g € CI'*! est le gradient de ¢ en p™ et J représente J(p™).

Cependant, cette mise a jour nécessite que le Jacobien J soit de rang plein & chaque étape.
Or, il s’avére que les modéles PARAFAC, BCM-(L,L,1) et BCM-(L,P,.) possédent des degrés
de liberté provenant des indéterminations intrinséques a ces modéles multilinéaires. En effet,
pour chaque modéle il est possible de fixer un certains nombre d’inconnues parmi F, dans la
mesure ol 'on peut “compenser” ce choix en exploitant I'indétermination. Nous reviendrons
sur cet aspect dans les sections BZ2l et ELZ4l A cause de cette sur-paramétrisation, J
a un certain nombre de valeurs singuliéres nulles, si bien que la mise a jour de Gauss-Newton
ne peut pas étre employée telle quelle. Une solution possible & ce probléme est la méthode de
Levenberg-Marquardt [89], qui consiste & mettre & jour Ap a partir des équations normales
modifiées :

(J7J 4+ \p)Ap = —g, (5.24)

ou le facteur d’amortissement A\ > 0 rend J?J définie positive et assure une direction de
descente. Notons un effet important du facteur d’amortissement :

- Pour une grande valeur de A, (E24) donne Ap ~ —<g, cest & dire un faible pas dans la
direction de descente de la plus grande pente.

- Pour une faible valeur de A\, (BEZ4) se réduit a (B23)), c’est a dire une mise a jour de type
Gauss-Newton.

La procédure de mise a jour de ce facteur \ est précisément décrite dans [90]. Elle est basée sur
la mesure du gain p

¢(p™) — ¢(Ap)
ot le numérateur représente la variation effective de la fonction de coiit tandis que le dénomina-
teur représente la variation prédite par le modéle linéaire (EZT9). Une grande valeur de p indique
ainsi que gzNS(Ap) est une bonne approximation de ¢(p™ + Ap), et on peut diminuer A\ pour
accorder plus de confiance a 'approximation linéaire lors de l'itération suivante, de maniére a
étre plus proche d’une mise a jour de Gauss-Newton. Si p est petit (voire méme négatif), alors
gzg(Ap) est une mauvaise approximation et on augmente \.
La matrice (J#J + M) étant définie positive, on peut résoudre (EEZ4)) rapidement en utilisant
sa décomposition de Cholesky.
L’algorithme [ donne les étapes principales de la méthode de Levenberg-Marquardt.
Nous allons maintenant donner les expressions de J € CM*¥ et de g € C*! pour les différents
modéles multilinéaires. Etant donné la structure partitionnée de p € CI*! de I’équation (14,
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Algorithme 8 : Algorithme de Levenberg-Marquardt

Initialize p, set n =1
while | Y™ — Y=V > € (e.g. e =107°) do
- Calculate J#J and g
- Solve (JHJ + )\I) Ap = —g to find Ap
- Update p : p*Y = p™ + Ap
- Update A taking into account the gain ratio p

-n«—n-+1
end

le Jacobien de I'équation (I8) peut s’écrire J = [J4|Jg|Jgl, ou J4 = J(p4). Jg = J(py) et

Jg = J(pg).
La résolution de (B2Z4]) nécessite donc la construction de la matrice J#J € CF*1" .

} s Iy I
P | T Ty I | (5.26)

5.4.2 Application & la décomposition PARAFAC

Pour cette décomposition, les matrices inconnues sont H € C/*®, A € CE*E et S € C/*E. Le
nombre d’inconnues est donc F' = R(I + J + K). En réalité, étant donné ’ambiguité propre
a ce modeéle, on pourrait par exemple fixer de maniére arbitraire le premier élément dans
chaque colonne de H et de A, dans la mesure ou les premiers éléments de chaque colonne de
S compensent ce choix. Ainsi, le nombre réel d’'inconnues est F = R(I +.J 4+ K) — 2R, si bien
que le Jacobien J a au moins 2R valeurs singuliéres nulles.

5.4.2.1 Construction du Jacobien

Etant données les matrices estimées H, A et S, on peut écrire le tenseur estimé ) sous les
formes matricielles et vectorielles suivantes :

Yk = (IJ ® (ﬂ © A)) "Pg

YIKXJ = (I?I O] : ) ST K o

Yixk = (SOH)-AT & Y = (IK®(S®H))~pA : (5.27)
Y - (AoS) -HT N I

Yrixr = (A©S)-H Yik; = (II®(A@S)>.pﬁ

ol py € CKRXI pn e CH et pg € C/*1. Nous rappelons que l'ordre des indices a une
importance. En posant M = K.JI, on obtient

Jg = M- (L@ (HoA)
Ji = Ixe@SoH) |
Jg = H2'(II®(A®S))
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ou Iy € CHIIIK o TI, € CH/IXIET gont des matrices de permutation, et Jg € CK/Ix/R
JA c CKJIXKR et Jﬁ c CKJIXIR.

Nous utilisons ensuite les 2 propriétés suivantes pour simplifier I’écriture de J#J :

(a) Ixr® Q)" - (Ix® Q) =1y ® (Q" - Q)

(b) (A®B)7-(A®B) = (A7A)x(B¥B), ot nous rappelons que * est le produit d’'Hadamard.
[La combinaison de ces propriétés, ainsi que de Hf~1’[1 = H%-Hz = Ik 7, nous permet d’obtenir
les expressions suivantes pour les blocs diagonaux de JJ :

J1Jg = Lo ((ﬂH CH) « (A A))
I3, = IK®<(SH-S)*(ﬂH-ﬂ)) .
R II®((AH-A)*(SH-S)>

Puisque J#J est hermitienne, seule la construction des 3 blocs triangulaires supérieurs ou
inférieurs parmi les 6 blocs restants est nécessaire. On a ainsi

JII, = (Iz@(A@S))H~HH (IK® S@H)
JEIy = (b@(f{@A) H-HH (IK® S@H)
I3y = (h@(f{@A)) -H?-H2-<II®(A®S)>

5.4.2.2 Construction du gradient

Nous allons expliciter la structure de g € CF*!, qui est le gradient de ¢ en p™. Etant donné
A

la structure partitionnée de p, on peut écrire g = | gy |, ot g4 = ¢ (PA), 87 = ¢ (Pg) et
gs

gs = ¢ (Pg)-

Pour calculer ces 3 composantes de g, nous partons des expressions du systéme (B27)). On peut

ainsi écrire la fonction de cott sous les 3 formes suivantes

¢ = 3IVik—1,®(HoA) pg|}
¢ = %HYKJI_IK@)(S@I:I) palls - (5.28)
¢ = 3IViks -1 ® (A®S) pglli
Nous rappelons que pour tout vecteur u, on a ||ul|> = u’ - u. La premiére équation du systéme
(EZ]) peut donc se réécrire

¢ = %pg-(IJ®(I:I®A)>H-(IJ®(I:I®A)>-ps
- p§~ <IJ®(I:I@A))H'YJIK
1

+ §YﬁK Yk,
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ce qui implique que

R R R R R R H
g =1, ((HH H) + (AT A)) P — (IJ ®HO A)) Y. (5.29)
De méme, on montre que
QH & TH 17 Q & a
gi=Ix® ((s -§)+ (H -H)) pa— (IK® (S@H)) Yiest, (5.30)
AH A QH & A Q H
gn =1 ® ((A A)# (S -S)) Pp— <II ® (Ao S)) Yiks. (5.31)

5.4.3 Application au calcul du BCM-(L,L,1)

Nous allons maintenant donner les structures du Jacobien et du gradient pour le BCM-(L,L,1).
La démarche est la méme que pour PARAFAC. Cependant, étant donné la structure Toeplitz
des matrices S,., c’est la mise a jour des vecteurs générateurs qui nous intéresse.

Pour cette décomposition, les matrices estimées sont H e CIxRL, A € CE*B ot § € C/*RL,
Nous rappelons d’aprés (B22) que le vecteur générateur de S, noté § est de taille R(J + L — 1).
Le nombre d’inconnues est donc F' = R(IL+ K + J + L — 1) et correspond a la longueur du
vecteur p.

En réalité, étant donnée I’ambiguité propre a ce modéle, le nombre réel d’inconnues est inférieur
a F. Comme mentionné dans la section (.22 l'indétermination sur chaque matrice Toeplitz
S, se réduit a un scalaire complexe. On pourrait donc par exemple fixer arbitrairement un
élément de chacune de ces matrices. De plus, on pourrait également fixer arbitrairement un
élément de chaque vecteur &,. Ainsi, le nombre réel d’inconnues est F = F — 2R, si bien que le
Jacobien J a au moins 2R valeurs singuliéres nulles, ce qui justifie 'utilisation de 1’algorithme
de Levenberg-Marquardt plutot que celle de 'algorithme de Gauss-Newton.

5.4.3.1 Construction du Jacobien

Comme précédemment, étant données les matrices estimées H, A et S, on peut écrire le tenseur
estimé ) sous les formes matricielles et vectorielles suivantes :

Y?IKXJ = ) A(}AI ORr A) -AST A A
Y ixx = [vec(Hy-ST). .vec(Hg-SE)] - AT (5.32)
Yioxr = (AorS)-HT
Yok = M-s
o Yy = <IK ® [vec(Hy - ST) .. . vec(Hp - SE)]) ‘P, (5.33)
Yigs = <II ® (A Or S)) "Pa

oit pj € CERXI po € CIRLXL ot § € CRUFL=DXL ot out la matrice M € C/IEXRU+L=Y 5 g¢
définie par I'équation B2 Posons M = K JI, et écrivons de maniére plus compacte

[vec(H, - ST .. .vec(Hg - SE)] = (S©r H) - ¥,
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ot ¥ = (Iz ® vec(Iy)). On peut alors montrer que les blocs de J#J s’écrivent

Igds = M . M
JAT4 = IK®<@H.(S@Rﬂ)H.(g@Rﬂ).\I]> ’ (5.34)
Iy = o ((AorS)T- (AogS))
s = (Letons) - (Lo (Sont)- v))
J{Ia = MH-H{f-(IK@((S@Rﬂ)-\II ) . (5.35)
J§dy = MH-H{I-HQ-(II@@(A@RS)

5.4.3.2 Construction du gradient

Considérons les 3 expressions suivantes de la fonction de coft :

¢ = 3 Yo — M- s|%
0 = Vi — (e (Son ) w)) pal} (5.36)
¢ = Viks =1 ® (AOrS) - pylls

On peut alors montrer que

g = M7 . M-8 - M7 .Y
gi = IK®(@H-(S®Rﬂ)H-(§®Rﬂ)~@>-pA—(IK®((S®RFI)~QI>>H~YKJI
By = Lo ((Aor$)" (Aor$)) by~ (Lo (AonS) Vi

5.4.4 Application au calcul du BCM-(L,P,.)

De méme que dans le paragraphe précédent, c’est la mise a jour des vecteurs générateurs des
matrices Toeplitz qui nous intéresse. Pour le BCM-(L,P,.), les matrices estimées sont H e
CIXRLP A e CK*BP ot § € C/*BL et rappelons d’aprés ([B3) que le vecteur générateur de S,
noté §, est de taille R(J+L—1). Le nombre d’inconnues est donc F' = R(ILP+KP+.J+L—1).
En réalité, étant donné I'ambiguité propre a ce modéle, le nombre réel d’inconnues est inférieur
a F'. Comme mentionné dans la section B2Z3] I'indétermination sur chaque matrice Toeplitz S,
se réduit & un scalaire complexe. On pourrait donc par exemple fixer arbitrairement un élément
de chacune de ces matrices. De plus, on pourrait également fixer arbitrairement les éléments
d’un bloc de taille P x P de chaque matrice A, € CK*P si K > P, étant donné qu’on peut
compenser ce choix par la matrice d’indétermination dans cette dimension. Ainsi, le nombre
réel d’inconnues est F = F — R(P?+1), si bien que le Jacobien J a au moins R(P?+ 1) valeurs
singuliéres nulles.
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Les représentations matricielles du tenseur estimé ) données dans la section .23 nous per-
mettent de déduire les représentations vectorielles équivalentes :

Y?IKXJ = [(7:{1 o3 AI)IKXL . (7flR o3 AR)IKXL] 'AST
YJIXK = [(H; o Sl)JIfo o (7:fR * Sr)srxp] - AT (5.37)
Yrixr = (AGgrS)-HT
Vi = M- §

& Vi = <IK ® [vec(Hy - ST) .. .vec(Hp - SE)]) "PA . (5.38)
Yiks = <II ® (A Or S)) ‘Pa

Les expressions de J, JJ et de g sont ensuite obtenues en adoptant la démarche des para-
graphes précédents.

5.4.5 Illustration des performances

Les figures [5.3(a)] et [p.3(b)] représentent 1'évolution typique de la fonction de coiit ¢, pour les
algorithmes ALS standard, ALS+LSB, ALS+LSH, ALS+ELSCS et LM. Pour le probléme bien
conditionné de la figure , I’algorithme LM permet de réduire considérablement le nombre
d’itérations par rapport aux autres techniques. Aprés quelques itérations pendant lesquelles la
fonction de cotit diminue lentement (comportement de type descente de gradient), la conver-
gence accélére et devient quasi-quadratique, ce qui est significatif d’'un comportement de type
Gauss-Newton.

Le gain en nombre d’itérations est encore plus considérable pour le probléme mal conditionné de
la figure[5.3(b)} ot I'algorithme LM a convergé en seulement 28 itérations tandis que I'algorithme
le plus performant jusqu’a présent (ALS+ELSCS) a nécessité 2.10° itérations.

5.5 Compression des données par SVD

Dans cette section, nous montrons comment le tenseur des observations peut étre compressé
avant d’étre décomposé, de maniére a réduire le temps de calcul. L’outil utilisé pour la réduction
de dimensions de ce tenseur est la SVD. Une fois cette étape de pré-traitement achevée, la
décomposition du tenseur réduit obtenu peut étre effectuée au moyen de I'un des algorithmes
itératifs proposés dans cette section. Enfin, aprés convergence, les données estimées compressées
sont projetées sur l’espace original. Dans 'application considérée ici, nous allons compresser
le tenseur des observations ) € C*/*K dans la dimension 2. Celle-ci représente en effet la
diversité temporelle, J. T, étant la durée de la fenétre d’observation a la réception. On peut
donc supposer que J est grand par rapport au facteur d’étalement I et au nombre d’antennes
K.

Cette section s’articule en deux paragraphes. Dans le paragraphe B30l nous montrons que si
J > IK le tenseur Y € C'™*7*K peut étre réduit en un tenseur de dimensions ) € CI*/ExK
par une simple SVD. Cette procédure est la méme quelle que soit la décomposition tensorielle
considérée.
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FiG. 5.3 — Convergence typique de I'algorithme de Levenberg-Marquardt

Dans le paragraphe EE.2, nous montrons que ) € C*/*K peut étre encore plus compressé que
Y € CI*IEXK gj certaines hypothéses sur les dimensions sont vérifiées.

5.5.1 Compression selon la dimension longue

a) PARAFAC
Pour le modéle PARAFAC, ) peut s’écrire sous la forme d’une matrice de taille TK x J :

Yikxs=HOA) S, (5.39)

ot H € C'*E, A € CK*E et S € C/*E. Supposons que J > IK > R et considérons la
factorisation suivante ST = ST . Z, ou S € C/E*F ot Z € CIE*/,

Considérons alors la SVD suivante Yx.y = U-D- V" ou U-D est de taille JK x [K et V¥
de taille IK x J. Si on choisit Z = V¥ _ il existe une matrice S vérifiant

Y[KXIK = U-D

ol Yirsix = Yikxs -V est une représentation matricielle du tenseur réduit Y € C/¥IEXK,
Ceci peut aussi s’écrire sous la forme tensorielle ) = ) o5 V. On peut ensuite chercher la
décomposition PARAFAC du tenseur réduit ) avec I'un des algorithmes itératifs proposés dans
ce chapitre, afin d’estimer H, A et S. L’étape de compression diminue d’autant plus la quantité
de calcul que J est grand devant /K. Enfin, aprés convergence de 1’algorithme dans 'espace
compressé, on obtient une estimation de S par ST = ST . Z.

b) BCM-(L,L,1)
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Le principe est le méme pour la décomposition en termes de rang-(L,L,1). Soit Y € CI*/*K et
supposons J > I K > RL. Considérons la représentation matricielle suivante de ) :

Yikxs = (HorA)-ST, (5.40)

ou H e CEL A ¢ CE*E ot S € C/*FL. Comme précédemment, on peut chercher la décom-
position en termes de rang-(L,L,1) du tenseur réduit ) € C'*75*K_ Notons toutefois que si la
matrice S des données était Toeplitz, la matrice S € C'E*EL pn’a plus cette structure et aprés
retour dans l'espace de départ, la matrice estimée S nest pas Toeplitz. Pour r = 1... R, il
existe en effet une matrice d’indétermination propre au modele F, € CR* (cf Section B3
telle que S = S, - F, si le modéle est exact ou S =S, - F, + R, sile modéle est bruité, ou
R, représente le résidu sur la matrice S,. On peut alors soit trouver la matrice F, au sens
du maximum de vraissemblance telle que S, ait une structure Toeplitz [8], soit faire quelques
itérations dans I'espace de départ avec un algorithme qui impose la structure Toeplitz a chaque
itération.

c) BCM-(L,P,.)
De méme pour la décomposition de ) en termes de rang-(L,P,.). Supposons que J > K > RL
et considérons la représentation matricielle suivante de ) :

Yigxs = [(Hio3A)igxr-. - (Hr 3 Ar)irxz) - ST, (5.41)

ot H, € CI*I>*P A ¢ (CIXRPL S € C/*RL On peut chercher la décomposition en termes de
rang-(L,P,.) du tenseur réduit ) € CP*I5*K Tes remarques de la section précédente concernant
la structure Toeplitz s’appliquent également a ce modéle.

5.5.2 Compression selon le rang

Dans ce paragraphe, nous montrons que la connaissance a priori du rang de la matrice Y x s
permet de tronquer la SVD Y;x s = U-D-V# de maniére a réduire encore plus les dimensions
par rapport a la solution du paragraphe précédent.

— Pour le modéle PARAFAC de 'équation (BE39), si J > IK > R, alors le rang générique
de Yrgxy est R, si bien que I'on peut prendre Yrxyxzr = [Ul. 1.z - [D]i.r1r et calculer la
décomposition du tenseur réduit ) € CI*EXK,

— Pour les modéle BCM-(I,,IL,1) et BCM-(L,P,.), si J > IK > RL, alors le rang générique de
Y[KXJ est RL, si bien que l'on peut prendre Y[KXRL = [U]:,lzRL . [D]lzRL,lzRL et calculer la
décomposition du tenseur réduit ) € CIREXK,

Remarque : lorsque les dimensions le permettent, on peut de la méme maniére effectuer une

compression des données simultanément dans plusieurs modes de maniére a réduire plusieurs

dimensions du tenseur initial.

La figure représente 1’évolution du temps par itération pour les algorithmes ALS (en bleu),

ALS+ELSCS (en vert) et LM (en rouge), avec ou sans compression, en fonction du nombre de

symboles J collectés. La figure de gauche a été obtenue pour le modéle PARAFAC avec [ = 8,

K =6, R = 6 et celle de droite pour le modéle BCM-(L,P,.) avec ] =8, K =4, L = P =2
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PARAFAC, |=8, K=6, R=6 and J is vaying GCD-(L,P,.) with =8, K=4, L=P=2, R=4 and J varying
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F1G. 5.4 — Tllustration du temps de calcul par itération avec ou sans compression

et R = 4. Toutes les matrices ont été générées aléatoirement avec des éléments complexes dont
les parties réelles et imaginaires suivent une distribution gaussienne.

Sur les deux figures, un marqueur circulaire sur les courbes indique qu’aucune compression n’a
été effectuée sur le tenseur des données avant le calcul de sa décomposition. Une croix indique
une compression selon la dimension longue (la dimension du nombre de symboles J devient une
dimension de longueur K7) et un carré indique une compression selon le rang (J remplacé par
R pour PARAFAC et par LR pour BCM-(L,P,.)).

De maniére générale, quel que soit ’algorithme utilisé, une compression selon la dimension
longue permet une réduction du temps de calcul par itération d’autant plus importante que
la taille des données augmente. La compression selon le rang est encore plus efficace car elle
réduit encore plus le temps de calcul. En comparant les algorithmes ALS et ALS+ELSCS, on
constate que I'insertion de I'étape de recherche linéaire augmente raisonnablement le temps de
calcul par rapport & I'emploi de I’ALS seul. L’algorithme de Levenberg Marquardt est consi-
dérablement plus cotteux que I’ALS, pour le modéle PARAFAC. Une analyse plus détaillée
(avec le profiler de Matlab) montre que c’est la résolution du systéeme (B24]) qui consomme le
plus de temps quand J augmente, ce qui est cohérent car la taille de J¥ - J augmente avec le
nombre d’inconnues. Pour le modéle BCM-(L,P,.), I’écart entre les algorithmes ALS et LM est
moins important. Notons que c’est la version de I’ALS qui préserve la structure Toeplitz que
nous avons testé ici (algorithme ). Une analyse plus détaillée montre que c’est I'étape de mise
a jour du vecteur générateur des matrices Toeplitz, c’est a dire la résolution de (B3) qui est la
plus cotiteuse.

Grace a la compression, on peut ramener le temps de calcul par itération de chaque algorithme
a un niveau comparable. Cependant, comme nous I’avons noté précédemment, la compression
engendre une perte de la structure Toeplitz, si bien qu’il faut effectuer un traitement a pos-
teriori pour retrouver cette structure au sens du maximum de vraissemblance afin de réaliser
I’égalisation.

Bien que les algorithmes ALS+ELSCS et LM aient un cotit de calcul par itération plus élevé que
I’ALS, le nombre d’itérations qu’ils requiérent pour converger vers le méme point est grandement
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inférieur & I’ALS dans de nombreux problémes.
Dans la section suivante, nous allons effectuer une analyse plus compléte du comportement de
ces algorithmes.

5.6 Simulations sur des données non bruitées

Dans cette section, nous considérons que le tenseur des observations est non bruité, c’est a
dire que sa décomposition selon le modéle & partir duquel il a été construit est exacte. Si
la condition d'unicité est respectée, la fonction de cotit a donc pour valeur ¢ = 0 lorsque
le minimum global est atteint car la norme des résidus est nulle en ce point. Nous allons
illustrer le comportement des différents algorithmes proposés afin de mettre en évidence I'impact
de plusieurs facteurs sur leurs performances respectives. Le modéle choisi pour présenter les
résultats de cette section est le BCM-(L,P,.). Cependant, les mémes expériences avec les modéles
moins complexes PARAFAC et BCM-(L,L,1) donnent des résultats similaires. En effet, les
algorithmes testés présentent des caractéristiques qui leur sont propres, et ce indépendamment
du modéle algébrique considéré.

5.6.1 Critére d’arrét

Soit le tenseur des observations non bruitées Y € C/*/*K et soit, ;)><n> son estimation a l'itération
n. Puisque le modeéle est exact, il existe un nombre n tel que ¢™ = 1|y — V|2 < € on e
est un seuil a partir duquel on considére que le minimum global a été atteint, par exemple
€e=1075.

On peut définir plusieurs critéres d’arrét pour les algorithmes itératifs que nous allons comparer.
Critére 1 : arréter algorithme si ™ < e. Critére uniquement valable si la décomposition est
ezacte (données non bruitées).

Cependant, si le tenseur ) est bruité, on doit définir d’autres critéres d’arrét comme :
Critére 2 : arréter lalgorithme si |p™ — ¢~ V| < e.

ou

Critére 8 : arréter algorithme si |[Y) — Y12 < e,

Lorsque les données sont non bruitées et si la décomposition est unique, la norme des résidus
est nulle lorsque le minimum global est atteint, et c¢’est 'interprétation du critére 1. Toutefois,
lorsqu’un palier est rencontré, ¢™ stagne si bien que le critére 1 peut ne pas étre satisfait
dans un délai de temps raisonnable. C’est pourquoi ce critére est en général couplé & un autre
critére qui permet d’éviter les cas extrémes. On peut par exemple fixer un nombre d’itérations
maximum, ou un temps maximum autorisé pour atteindre le minimum global.

Lorsque les données sont bruitées, la norme des résidus n’est pas nulle lorsque le minimum
global de ¢ est atteint. Le critére 1 ne peut donc pas étre employé. Dans ce cas, nous utilisons
le critére 2 ou le critére 3 (qui peuvent également étre choisis pour des données non bruitées).
Puisque ces critéres se basent sur une mesure de la quantité de correction entre deux itérations
successives, on peut distinguer deux cas :

i) soit I'algorithme a atteint son minimum global si bien que cette quantité n’évolue plus,
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ii) soit I’algorithme traverse un palier si bien que la probabilité qu’il s’arréte sur un point de ce
palier sans pouvoir atteindre le minimum global n’est pas négligeable.

Le cas ii) est particuliérement problématique. Certes, si les données sont non bruitées on peut
aisément faire la distinction entre i) et ii) en calculant la norme finale des résidus. Cependant,
si les données sont bruitées, la distinction entre i) et ii) n’est pas aisée car la norme des résidus
que l'on doit obtenir lorsque le minimum global est atteint n’est pas connue a priori. Pour
augmenter la probabilité de trouver le minimum global avec les critéres 2 ou 3, on peut en
pratique procéder a plusieurs initialisations.

5.6.2 Impact de l’initialisation

L’initialisation des algorithmes proposés a un impact sur leur vitesse de convergence. Pour
illustrer cette remarque, nous avons fait 'expérience suivante : aprés avoir généré des matrices
A, H et S a partir de distribution gaussiennes complexes ainsi que le tenseur non bruité )
suivant le BCM-(L,P,.), nous avons testé chaque algorithme avec 10 initialisations aléatoires
et avec le critére d’arrét 1. Nous avons choisi I =8, K =6, J =50, R=6, L =2, P = 2.
Notons que dans ce cas, méme si L = P, la condition RL < min(J, K) n’est pas respectée, si
bien que le calcul de la décomposition par EVD proposée dans le chapitre Bl n’est pas possible.
Dans la figure 3 nous avons reporté I’évolution de la fonction de cotit ¢ pour 3 initialisations :
la meilleure, la médiane et la moins bonne, le critére de sélection étant le nombre d’itérations
nécessaire pour atteindre ¢ < 1077,

L’ALS (en bleu) est trés sensible a l'initialisation. La moins bonne d’entre elles a mené a
la convergence en 500 itérations environ, aprés la traversée d’un palier, tandis que 100 ité-
rations ont été nécessaires (sans palier) pour la meilleure. Ce phénoméne existe aussi pour
I"ALS+ELSCS (en vert) mais avec un impact moindre. Ceci s’explique par I'étape de re-
cherche linéaire qui permet de réduire la longueur des paliers, rendant de ce fait I'algorithme
ALS+ELSCS moins sensible a I'initialisation que I’ALS. Enfin, I’algorithme LM (en rouge) est
trés peu sensible a I'initialisation, ne traverse pas de palier, et offre une vitesse de convergence
quadratique dans les itérations finales.

Jusqu’a présent, nous avons évoqué l'existence de problémes faciles ou difficiles selon la pré-
sence ou non de paliers et nous avons montré que l'initialisation peut engendrer des paliers.
Nous allons maintenant mettre en évidence un facteur qui implique 'apparition de paliers : le
conditionnement des données.

5.6.3 Impact du conditionnement d’une matrice de données

Le principe méme de I’ALS est une mise a jour au sens des moindres carrés des facteurs
dans chaque mode, ce qui en fait une technique sensible au conditionnement de ces données.
Dans [91,92], les auteurs ont montré le lien qui existe entre I'apparition de paliers (“swamps”)
et le conditionnement. D’une part, l'initialisation peut parfois mener & des matrices estimées
intermédiaires mal conditionnées, ce qui explique le comportement de I’ALS mis en évidence
dans le paragraphe précédent. D’autre part, ces paliers apparaissent également si les données
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Impact of initialization: worst, medium and best initializations
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Fic. 5.5 — Evolution typique de ¢ pour 3 initialisations différentes

originales sont elles-mémes mal conditionnées. C’est ce point particulier que nous allons mettre
en évidence dans ce paragraphe.

La figure B0 illustre leffet du conditionnement de la matrice A € CE*EF gur le calcul de la
décomposition du BCM-(L,P,.) pour des données non bruitées. Les paramétres choisis sont : code
d’étalement de longueur I = 8, J = 50 symboles collectés, K = 4 antennes, R = 4 utilisateurs,
L = 2 symboles interférents pour chaque utilisateur, et P = 3 trajets par utilisateur. Nous
générons une seule fois les matrices H et S puis, pour chaque valeur du conditionnement de A
prise dans I'ensemble x(A) = {1, 5, 10, 30, 50, 80, 100, 150}, nous testons les algorithmes ALS,
LM, ALS+ELSCS et ALS+LS proposé par Harshman dans [30] (c’est a dire le pas de la Line
Search est fixé & p = 1.2) avec 30 initialisations aléatoires différentes. Le conditionnement
de A est imposé a partir de la SVD d’une matrice A aléatoire complexe de taille K x RP,
A =U-X -V aprés laquelle nous gardons U et V tandis ¥ est reconstruite de maniére
a obtenir la valeur désirée de k(A). Puisque le modéle est sans bruit, nous pouvons choisir le
critére d’arrét numéro 1 afin d’examiner a quelle vitesse les algorithmes atteignent ¢ < 107°.
Nous sélectionnons la meilleure initialisation comme celle menant au minimum global le plus
rapidement.

La figure représente 1’évolution du nombre d’itérations correspondant a la meilleure
initialisation en fonction de x(A). L’ALS est trés sensible au conditionnement de A puisque le
nombre d’itérations varie de 10 & 10° lorsque x(A) varie de 1 a 150. Les algorithmes ALS+LS
et ALS+ELSCS sont également trés sensibles a la valeur de x(A), méme si I'étape de recherche
linéaire a permis de réduire le nombre d’itérations par rapport a I’ALS standard. Au contraire,
I’algorithme LM demeure trés peu sensible au conditionnement.

Ces comportements s’expliquent par la figure , qui représente I'évolution de la fonction
de cotit ¢ en fonction du nombre d’itérations pour les valeurs x(A) = {10, 30, 100}. Il apparait
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F1G. 5.6 — Impact de x(A) sur le nombre d’itérations

que la vitesse de convergence de I’ALS diminue drastiquement quand x(A) augmente car ¢
doit traverser un palier dont la longueur augmente avec x(A). Les algorithme ALS+LS et
ALS+ELSCS permettent de réduire la longueur de ce palier mais ils restent moins performants
que I'algorithme LM. Aprés quelques pas dans la direction du gradient (ce qui correspond a de
larges valeurs de A dans (224)), la vitesse de convergence de celui-ci devient quadratique, ce qui
est le résultat d’une mise a jour de type Gauss-Newton.

5.6.4 Impact de ’effet Near-Far

On parle d’effet near-far lorsqu’un appareil mobile émet & une puissance trop élevée, qui éblouit
tous les autres appareils mobiles du voisinage. Prenons par exemple un appareil mobile émetteur
se trouvant au pied de la station de base et d’autres appareils en périphérie. Etant donné que
I’atténuation subie par I'onde électromagnétique lors de sa propagation dans l'air est liée a la
longueur du trajet parcouru, la puissance recue du signal de 1'utilisateur proche des antennes
est supérieure a celle des autres utilisateurs. Ce probléme est particuliérement important dans
les systémes CDMA, dans la mesure ou les utilisateurs communiquent simultanément dans la
méme bande passante. Les signaux des utilisateurs contribuent donc plus ou moins fortement
au mélange global recu.

Une solution possible consiste & mettre en place un systéme de controle de puissance. Le systéme
de controle rapide en boucle fermée (Closed-loop Power Control) a été retenu pour le W-CDMA.
Ce systéme permet a la station de base de réaliser des estimations réguliéres (1500 fois par
seconde pour chaque mobile) du rapport signal a interférence et de demander a Dappareil
mobile concerné de réduire sa puissance d’émission ou de I’augmenter. Le controle de puissance
permet ainsi a la station de base de recevoir des signaux de méme puissance.

Cependant, notre approche étant non-coopérative, nous supposons qu’aucun controle de puis-
sance n’est mis en place, si bien que les signaux des utilisateurs sont recus avec des niveaux de
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puissance différents. Pour illustrer I'effet near-far sur des données non bruitées, nous générons
le tenseur des observations ) comme suit

R
Yy
y=d e
— Ylr
Y résulte donc d'une somme pondérée des contributions normées ),, ou le coefficient de pon-

dération a,. permet de simuler I'impact de la contribution ), de I'utilisateur r sur le mélange
global. Nous définissons le conditionnement du tenseur ), noté x()), comme

_ mazx(a,)

~(Y) = min(a,.)

La figure .7 synthétise les résultats de simulations illustrant 'impact de l'effet near-far sur
le calcul de la décomposition du BCM-(L,P,.) pour des données non bruitées. Les paramétres
choisis sont : code d’étalement de longueur I = 8, J = 50 symboles collectés, K = 4 antennes,
R = 4 utilisateurs, L = 2 symboles interférents pour chaque utilisateur, et P = 3 trajets par
utilisateur. Les matrices H et A ont été générées selon une distribution gaussienne complexe
et les symboles de la matrice S suivent une constellation QPSK.

Les valeurs de k())) testées sont [1,5, 10, 20,40, 60, 80, 100]. Pour chaque valeur de x()), nous
effectuons 100 simulations indépendantes (les données sont reconstruites a chaque simulation).
Pour chaque simulation, nous générons 10 initialisations aléatoires différentes. Le critére d’arrét
numéro 2 est choisi et les algorithmes testés sont ALS, LM, ALS+ELSCS ainsi que ALS+LS
proposé par Harshman dans [30] (c’est a dire le pas de la Line Search est fixé a p = 1.25). Nous
considérons qu’une simulation est réussie lorsque I'une des 10 initialisations au moins a mené
vers le minimum global (c’est & dire ¢ < 107°).

La figure représente le nombre de simulations réussies en fonction de x()). Avec un taux
de réussité de 100 % pour toutes les valeurs de x()), 'algorithme de Levenberg-Marquardt est
trés peu sensible a I'effet near-far, contrairement a I’ALS, dont le taux de réussite diminue quand
x()) augmente. Ceci s’explique par 'apparition de paliers, comme dans la figure , dont
la longueur augmente avec x()). L’insertion de I'é¢tape ELSCS dans I’ALS permet d’améliorer
considérablement le taux de réussite par rapport a I’ALS standard et par rapport & ’ALS+LS.
La figure représente le nombre moyen d’initialisations réussies (sur 10 tentées) parmi les
simulations réussies. Avec au moins 8 initialisations réussies en moyenne pour toutes les valeurs
de k()), l'algorithme LM est le moins sensible a 'initialisation. Au contraire, les algorithmes
ALS, ALS+ELSCS et ALS+LS voient ce nombre diminuer quand x())) augmente.

Pour les initialisations réussies sélectionnées, nous avons également relevé le nombre moyen
d’itérations et le temps moyen nécessaires pour atteindre le minimum global. Ces résultats sont
respectivement représentés par les figures[p.7(c)|et [5.7(d)} Le nombre d’itérations de I’algorithme
LM est approximativement constant quand ())) augmente, contrairement aux trois autres
algorithmes. Parmi ces derniers, I’ALS+ELSCS offre de meilleures performances que ’ALS+LS
car ¢’est celui qui réduit le plus la longueur des paliers. L’écart existant entre ALS, ALS+ELSCS
et ALS+LS en terme du nombre d’itérations se retrouve en terme de temps de calcul sur la
figure Ceci montre que l'insertion de I’étape itérative ELSCS avant I’ALS standard est
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Fic. 5.7 — Impact de I'effet Near-Far sur des données non bruitées

trés peu cotiteuse. Pour I'algorithme LM, 1’écart se réduit lorsqu’on mesure le temps de calcul
car I'itération LM est plus cotteuse que l'itération ALS.
En conclusion de ce paragraphe, il apparait clairement que 1’algorithme LM est le plus robuste
a leffet Near-Far. Il est donc particuliéerement approprié a ’extraction de données de faible
puissance “noyées” parmi des données de forte puissance.

5.7 Simulations de Monte Carlo sur des données bruitées

Dans la section précédente, nous avons comparé les algorithmes proposés dans ce manuscrit
pour l'extraction de données non-bruitées dont le conditionnement varie. Dans cette section,
nous allons illustrer la capacité des récepteurs tensoriels aveugles pour 'extraction de données
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bruitées. Au moyen de simulations de Monte-Carlo, nous allons donc représenter I’évolution du
Taux d’Erreur Binaire (BER pour “Bit Error Rate”) en fonction du rapport signal a bruit (SNR
pour “Signal to Noise Ratio”). Le critére d’arrét choisi pour tous les tests de cette section est le
numéro 2.

Soit Y € C'*/*K e tenseur des observations non bruitées, suivant I'un des modéles multili-
néaires proposés. Nous supposons un bruit blanc additif gaussien (AWGN pour “Additive White
Gaussian Noise”) dont les échantillons sont contenus dans le tenseur N' € C*/*E_ Le tenseur
des observations bruitées ) est généré par

j}:y‘i_Na

et le SNR est défini par

_ 1Y% )
ou la variance de N est calculée de maniére a obtenir le SNR choisi.
Puisque I'objectif est de séparer et d’égaliser conjointement les signaux présents dans le mé-
lange, nous avons testé la version des algorithmes qui préserve la structure Toeplitz a chaque
itération. Pour toutes les simulations, les matrices H et A sont générées aléatoirement selon des
distributions gaussiennes complexes et S est générée aléatoirement avec des symboles QPSK.

5.7.1 Impact de l’initialisation

La figure représente les performances du récepteur BCM-(L,L,1), c’est a dire lors d'un
scénario de propagation par trajets multiples avec IES et réflexion dans le champ lointain des
antennes uniquement. Les valeurs choisies des parameétres sont : facteur d’étalement I = 8,
J = 100 symboles collectés, K = 4 antennes, L = 2 symboles interférents et R = 4 utilisateurs.
La figure[5.8(a)]illustre I'évolution du BER global (moyenné sur tous les utilisateurs) en fonction
du SNR pour les algorithmes aveugles ALS, ALS+ELSCS et LM initialisés une seule fois
de maniére aléatoire. Comme courbe de référence, nous comparons au récepteur non-aveugle
MMSE. Celui-ci suppose une parfaite connaissance du canal (matrice H) et de la réponse des
antennes (matrice A) pour estimer les symboles en une seule étape au sens des moindres carrés.
Sur la figure une seule initialisation a également été utilisée mais celle-ci a été déterminée
par la technique EVD proposée dans le chapitre Bl En effet, puisque la condition la condition
RL < min(1,J) est vérifiée, cette technique est applicable. Comme 'attestent les performances
de la figure p.8(b)} comparativement & celles de la figure I'initialisation par EVD du
BCM-(L,L,1) est bien meilleure car elle exploite le tenseur des observations, contrairement a
une initialisation aléatoire.

La figure p.8(c)| représente les résultats obtenus avec 10 initialisations aléatoires. Comparative-
ment a la figure , plusieurs essais avec des initialisations aléatoires différentes ont permis
d’améliorer grandement les performances. En effet, pour chaque test de Monte-Carlo, la sé-
lection de la meilleure initialisation parmi les 10 tentées permet I'éviction des minima locaux
dans le calcul du BER moyen. Ce procédé est surtout bénéfique a I’ALS, dont la sensibilité a
I'initialisation a été illustrée dans la section précédente sur des données non bruitées.
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F1G. 5.8 — Impact de I'initialisation sur les performances (k(Y) = 1)

En comparant les figures 5.8(b)| et [f.8(c)| on constate que les algorithmes LM et ALS+ELSCS
ont des performances similaires. Pour I’ALS, quelques initialisations aléatoires seraient béné-
fiques, en complément de l'initialisation par EVD.

En conclusion de cette expérience, la technique par EVD permet d’initialiser efficacement les
algorithmes itératifs de calcul des décompositions tensorielles. Cependant, nous rappelons que
cette technique n’est possible que si certaines contraintes sont respectées sur les dimensions
du tenseur des observations. Par exemple, dans le cas du BCM-(L,L,1), la condition RL <
min(I, J) implique essentiellement une contrainte sur le facteur d’étalement I, dans la mesure
ot le nombre de symboles J correspond naturellement a la dimension longue.

5.7.2 Impact de ’effet near-far

La figure illustre 'impact de l'effet near-far sur les performances du récepteur aveugle
BCM-(L,L,1). Nous avons fixé [ =4, J =100, K =4, L = 2 et R = 5. Sur la figure .9(a)}
Deffet near-far est absent (x()) = 1) tandis que sur la figure p.9(D)] il est fixé a x()) = 5. Les
performances des algorithmes aveugles pour le calcul du BCM-(L,1,1) sont comparées a celles du
MMSE et a celles de deux récepteurs semi-aveugles : Sba qui suppose une parfaite connaissance
de la réponse des antennes (matrice A connue), et She qui suppose une parfaite connaissance du
canal (matrice H connue). Ces résultats ont été obtenus a partir de 10 initialisations aléatoires.
Sur la figure les performances du récepteur aveugle basé sur I’algorithme de Levenberg-
Marquardt, le plus performant ici, sont relativement proches de celles du MMSE (’écart est
de 3 dB pour BER=1072). Lorsque x()) augmente (Fig.[5.9(b)]), cet écart augmente : I'effet
near-far pénalise les performances du récepteur aveugle. Notons cependant que ['effet near-far
n’est pas la seule difficulté au probléme présenté ici. En effet, les valeurs des paramétres sont
telles que le systéme est surchargé (R > I) et que le nombre d’utilisateurs (R = 5) excéde le
nombre d’antennes (K = 4).

Dans le paragraphe suivant, nous allons illustrer I'impact du nombre d’antennes par rapport
au nombre d’utilisateurs,

12
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5.7.3 Impact du nombre d’antennes et d’utilisateurs

La figure illustre les performances du récepteur aveugle BCM-(L,P,.) pour un facteur
d’étalement de longueur I = 12, J = 100 symboles, L = 2 symboles interférents par utilisateur,
P = 2 trajets par utilisateur. Sur la figure le nombre d’antennes est K = 4 et le nombre
d’utilisateurs R = 5, tandis que sur la figure , K = 6 et R = 3. La comparaison de
ces deux figures permet d’illustrer I'impact du facteur % qui correspond au nombre d’antennes
réceptrices par utilisateur. Lorsque ce facteur augmente, les performances générales du systéme
augmentent, algorithmes aveugles et non-aveugles confondus, et 1’écart entre les performances
du MMSE non-aveugle et celles des algorithmes aveugles se réduit considérablement. Ces obser-
vations montrent 'importance de la diversité spatiale a la réception. Lorsque plusieurs versions
d’un méme signal sont disponibles a la réception via l'utilisation de plusieurs antennes, les ré-
cepteurs tensoriels aveugles que nous proposons exploitent pleinement cette diversité. Celle-ci

correspond en effet 4 'une des dimensions du tenseur des observations.

5.8 Conclusion

Dans cette section, nous avons proposé¢ trois algorithmes pour le calcul des décompositions
tensorielles du chapitre Bl Dans le contexte applicatif du chapitre |l ces algorithmes permettent
de réaliser conjointement la séparation et I’égalisation aveugles de signaux CDMA recus par un
réseau d’antennes.

De maniére générale, I'algorithme ALS est trés sensible au conditionnement des données, a
Ieffet near-far et a l'initialisation. Afin d’éviter les minima locaux vers lesquels I'algorithme
risque de converger lorsque la fonction de coiit rencontre un palier, on peut utiliser plusieurs
initialisations aléatoires. Celles-ci permettent un gain de performance considérable, au prix d’un
cott calculatoire plus élevé. Lorsque les dimensions le permettent, une initialisation basée sur
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une analyse par EVD du tenseur des observations (cf. section B) est bien plus performante
qu’une initialisation aléatoire.

L’insertion d’une étape de recherche linéaire optimisée a pas complexe (ELSCS) avant chaque
itération de I’ALS améliore considérablement les performances, notamment grace a la réduction
de la taille des paliers. Cette étape consiste a calculer les racines de polyndémes de degré 5 et 6.
En ce sens, son cott de calcul est faible devant celui de I'itération ALS tandis que le gain en
nombre d’itérations est substantiel.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt a des propriétés intéressantes par rapport aux algo-
rithmes précédents. Il est peu sensible au conditionnement des données et a I'effet near-far et il
offre une convergence quadratique dans les itérations finales. Certes, le coiit d'une itération de
cet algorithme est plus élevé que pour I’ALS, et son utilisation peut devenir problématique pour
des données de grande taille, comme mentionné dans [46] pour la décompositition PARAFAC.
Toutefois, la compression préalable du tenseur des données permet de réduire considérablement
ce colit de calcul et de le rendre comparable a celui de I’ALS. De plus, le gain significatif en
nombre d’itérations de 1’algorithme LM compense d’une certaine maniére ce cotit de calcul plus
élevé. Enfin, 'algorithme LM ne nécessite pas autant d’initialisations que I’ALS, ce qui est un
avantage non négligeable.

La comparaison entre les récepteurs aveugles proposés et le récepteur non-aveugle MMSE
montre que leurs performances respectives sont d’autant plus proches que certains facteurs
favorables sont réunis, tels qu'un effet near-far faible ou un nombre suffisant d’antennes récep-
trices.

Pour que les récepteurs algébriques multilinéaires proposés aient un sens, la décomposition ten-
sorielle sous-jacente se doit d’étre unique. L’'unicité des décompositions employées assure en
effet I'identifiabilité des contributions de tous les utilisateurs. Comme nous ’avons mentionné
dans le chapitre B, une nouvelle borne d’unicité a récemment été trouvée pour la décompo-
sitition PARAFAC, en reformulant celle-ci en terme d’un systéme de matrices & diagonaliser
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conjointement. Dans le chapitre suivant, nous montrons que cette approche permet également
de prouver l'existence d’une nouvelle borne d’unicité pour la décomposition du BCM-(L,L,1).



Chapitre 6

Liens entre Décompositions Tensorielles et
Diagonalisation Simultanée

6.1 Introduction

La diagonalisation simultanée (SD pour “Simultaneous Diagonalization”) d'un systéme de ma-
trices est devenue un outil important en traitement du signal depuis une dizaine d’années. De
nombreux auteurs I’ont notamment utilisée dans les applications de séparation de sources par
méthodes statistiques d’ordre supérieur [13,25,58,93-97].

Récemment, les auteurs de [42,43, 48| ont montré qu’alternativement aux algorithmes d’op-
timisation tels que I’ALS, la décomposition PARAFAC peut également étre calculée par la
diagonalisation simultanée (SD pour “Simultaneous Diagonalization”) d’un systémes de ma-
trices.

Deux résultats principaux découlent de ce lien établi entre PARAFAC et SD :

i) d’une part, 'algorithme de calcul par SD est plus robuste que I’ALS standard,

ii) d’autre part, cette nouvelle approche a permis d’établir une nouvelle borne d’unicité de la
décomposition PARAFAC.

Nous rappelons qu’une propriété fondamentale de la décomposition PARAFAC est son unicité
sous certaines conditions. Ainsi, la borne de Kruskal [49] correspond & une limite au nombre de
contributions R qui peuvent étre extraites de maniére unique du tenseur des observations. Il
s’agit d’une condition suffisante garantissant I'unicité. Il s’avére que la nouvelle borne d’unicité
établie, énoncée par le Théoréme 3.2 du chapitre B, est beaucoup moins contraignante que la
borne de Kruskal.

Dans la continuité de cette démarche, on peut légitimement se demander si les décompositions
en blocs généralisant PARAFAC peuvent aussi se calculer par une technique de diagonalisation
simultanée. Si cette formulation est possible, il convient ensuite de s’interroger sur I’éventuelle
nouvelle borne d’'unicité qu’elle implique.

Dans un premier temps, en section .2 nous rappelons briévement la démarche des auteurs de
[42,43,48| pour reformuler la décomposition PARAFAC en terme de diagonalisation simultanée.
Dans un second temps, en section B3 nous montrons que la décomposition du BCM-(L,L,1)
peut étre également calculée par la diagonalisation simultanée d'un systéme de matrices a

80
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condition que R < min(/J, K), i.e., la dimension longue est portée par les vecteurs du mode
3. Tout d’abord, nous montrons dans la section comment le probléme du calcul de cette
décomposition peut étre reformulé de maniére générale. Puis, nous montrons en section
que pour le cas particulier L = 2, ce probléme aboutit a la résolution d’un systéme de matrices a
diagonaliser simultanément. La section contient quelques considérations numériques per-
mettant de construire l'algorithme de calcul de la décomposition du BCM-(L,L,1) dans le cas
particulier . = 2. La généralisation de cette approche pour L > 2 peut étre obtenue a partir
des résultats des sections et Dans la section 234l nous montrons de maniére expé-
rimentale que I'approche par diagonalisation simultanée implique une nouvelle borne d’unicité
et nous donnons I'expression analytique de cette nouvelle borne, que nous avions déja énoncée
par le Théoréme 3.4 du chapitre B

Enfin, la section présente quelques résultats de simulations.

6.2 SD-PARAFAC

Dans cette section, nous rappelons briévement la reformulation du calcul de la décomposition
PARAFAC en termes de diagonalisation simultanée exposée dans [42,43,48]. Cette approche,
inspirée de [98], nécessite que 'une des trois hypothéses suivantes sur les dimensions du tenseur

des observations ) € C/*/*K goit vérifiée :
R < min(IK,J)
R < min(IJ,K) . (6.1)
R < min(JK,I)

Nous rappelons que I, J, K et R représentent respectivement le facteur d’étalement, le nombre
de symboles, le nombre d’antennes et le nombre d’utilisateurs. On peut considérer que la di-
mension la plus longue du tenseur est J. Dans ce cas, 'hypothése R < min(I/K,.J) est la moins
contraignante d’un point de vue pratique car contrairement aux deux autres, elle n'impose pas
que le nombre d’utilisateurs soit inférieur au nombre d’antennes ou au facteur d’étalement,
mais a leur produit.

Considérons alors la représentation matricielle suivante de ), en termes des inconnues H €
CI*t S e C/ *F et A c CEXE

Yixxs=H®A)-ST. (6.2)

Si R < min(IK,J), la matrice H® A est de rang plein avec une probabilité égale & un si
les éléments de A et H suivent des lois continues [43]. Supposons que la matrice S est aussi
de rang plein. Si les éléments de S appartiennent & un alphabet fini, comme c’est le cas en
communications numériques, il est possible que S ne soit pas de rang plein, mais la probabilité
qu’elle le soit augmente lorsque le nombre de symboles J augmente. Si H® A et S sont de rang
plein, le rang de Yk« est R, et sa décomposition en valeurs singuliéres peut s’écrire

Yigwy=U-2 VI (6.3)
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ot U € CIEXE 3 € CB*E ot V € C7*%. La combinaison des équations [E2) et ([E3) permet
de déduire I'existence d’une matrice non-singuliére W € C®*® a priori inconnue vérifiant

(6.4)

HoA = U-Z- W
ST = w.vA

Le probléme consiste désormais a trouver la matrice W. Pour résoudre ce probléme, on part de
'observation suivante : les colonnes de H® A sont les vecteurs h, ® a,, r € [1 : R], c¢’est a dire
les représentations vectorielles des matrices de rang 1 h, - al. La matrice W contient donc les
coefficients des combinaisons linéaires des colonnes de U - ¥ qui ménent a des matrices de rang
1. C’est cette contrainte sur W qui est exploitée pour son estimation. Aprés quelques manipu-
lations algébriques impliquant 1'utilisation d'une application pour la détection de matrices de
rang 1, il a ainsi été montré (42,43, 48] que la matrice W est solution d’un systéme de matrices
a diagonaliser simultanément :

M, = W-A,-WT
M2 - W'A2'WT

Mp = WA W7

dans lequel les matrices symétriques M, sont connues et les matrices diagonales A, sont incon-
nues. De nombreuses techniques existent pour résoudre ce systéme, comme 'algorithme basé
sur l'itération QZ [25]. Une fois W estimée, on peut trouver A, S et H.

Cette approche basée sur la diagonalisation simultanée a permis I’obtention d’un résultat fon-
damental concernant I'unicité de la décomposition PARAFAC. Ainsi, sous 'hypothése R <
min(1 K, J), il a été établi [43] que la décomposition PARAFAC est essentiellement unique, au
sens générique, si (cf Théoréme 3.2) :

R(R—1)< =I(I - 1)K(K —1). (6.5)

DO | —

Dans le cas de tenseurs symmeétriques, une borne bien moins contraignante que la borne de
Kruskal a été proposée dans [99].

Le résultat de I’équation (E3) signifie que le nombre d’utilisateurs simultanément admissibles
dans le systéme est substantiellement plus élevé que celui admis par la borne de Kruskal (cf
Théoréme 3.1) qui, sous 'hypothése R < min(IK,J), peut génériquement s’écrire

R+ 2 <min(I, R) + min(K, R). (6.6)

La figure représente I’évolution du nombre R maximum en fonction des paramétres I et
K, tel que les bornes d’'unicité de 1'équation (EH) en rouge, et celle de I'équation (EH) en
bleu ne soient pas dépassées. Dans cette expérience, nous avons fixé la dimension longue a
J =100 et nous calculons R,,,, en faisant varier la valeur de I = K. Il s’avére que la borne de
Kruskal est nettement dépassée par la nouvelle borne d’unicité, ce qui signifie en pratique que le
nombre d'utilisateurs qui sont simultanément admissibles dans le systéme de communications
est beaucoup plus élevé que précédemment.
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6.3 SD-BCM(L,L,1) avec R < min(lJ, K)

Dans cette section, nous montrons que la décomposition en termes de rang-(I,,1,,1) peut éga-
lement étre formulée comme un probléme de diagonalisation simultanée d’un systémes de ma-
trices. Nous supposons ici que la longue dimension est portée par les termes de rang-1 de la
décomposition, i.e., la troisiéme dimension (portée par K) du tenseur Y € CI*/*EK verifie

R <min(lJ, K). (6.7)

Certes, pour 'application de cette décomposition proposée dans le chapitre Bl cette hypothése
est relativement contraignante car le nombre d’utilisateurs R ne peut excéder le nombre d’an-
tennes de réception K. Supposer que le nombre d’antennes est la dimension longue de ) n’est
en effet pas trés réaliste, dans la mesure ot cette hypothése engendre un coiit matériel consé-
quent. Les résultats de cette section sont donc établis sous un angle mathématique. On peut
bien stir imaginer que dans certaines applications futures de cette décomposition, la dimension
longue “naturelle” (par exemple la dimension temporelle) sera portée par les vecteurs dans le
mode 3.

Nous allons montrer que sous 'hypothése (G7), 'approche par diagonalisation simultanée im-
plique une nouvelle borne d’unicité, beaucoup moins contraignante que la borne suffisante
énoncée par le Théoréme 3.3 de la section B3

6.3.1 Reformulation du probléme
Considérons la décomposition en termes blocs de rang-(L,L,1) du tenseur Y € C/*/*K,

R

y - Z(Hr : Sf) o ay,

r=1
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ol les matrices H, € C™*L et S, € C/*F sont de rang L et a, est un vecteur de taille K x 1.
Considérons la représentation matricielle suivante de ) :

Y ixx = [vec(Hy-ST)...vec(Hg-SE)] - AT, (6.8)

Soient les matrices X, de taille (I x J) et de rang L définies par X, = H,.-S?. L’équation (EX)
peut s’écrire .
YJIXK = [ vec(Xl) cet VeC(XR)] : AT =X- AT. (69)

Etant donnée I'hypothése (B7), les matrices X € C/7*F et A € CK*F sont génériquement de
rang R; le rang de Y ;74 i est donc R. Considérons la SVD de Y 7k :

Yixk=U-% VI (6.10)

ou U € C/I*E V ¢ CEXE ot 33 € CP¥F est diagonale. Si on pose E = U -3, on peut déduire
des équations ([EX) et (EIM) qu’il existe une matrice non-singuliére inconnue W € CF*® qui
vérifie : .

{ X = E-W

AT — W—l_vH (611)

[’estimation de W est suffisante pour trouver H, S et A. Une fois W trouvée, A est estimée
par A = V*-W~T_ En outre, les colonnes de X correspondent a la représentation vectorisée des
matrices X, = H, - ST de rang L. Ainsi, H, peut étre estimée par les L vecteurs singuliers de
gauche dominants de X, multipliés par les valeurs singuliéres associées, tandis que S, correspond
aux conjugués des L vecteurs singuliers de droite dominants. Etant donnée I'indétermination
propre au modéle BCM-(L,L,1),

X,=H,-S"=(H, F,) - (F,*'-SI),

les matrices H, et S, trouvées correspondent en fait a I'estimation d’une base orthogonale pour
I’espace des colonnes des vraies matrices H, et S,.
Le probléme consiste maintenant & trouver W qui vérifie (G.11]).
A partir de la matrice E € C/7*% on peut construire I’ensemble des matrices Eq,...,Ep €
C*7, définies par

E, = unvec([E].,). (6.12)

Cette équation peut encore s’écrire

E, = unvec(X-W71.,)

- ixk(wl),ﬂ. (6.13)

Les matrices E, peuvent donc s’exprimer comme combinaisons linéaires des matrices X, =
H; - ST de rang L. De maniére équivalente, il s’agit de trouver les combinaisons linéaires des
matrices connues E, qui générent des matrices de rang L, car les coefficients de ces combinaisons
sont ceux de W.
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| Xr = Wl'r E1 +..+ WR’V‘ ER
| |
J J J
%\/—/

Rank L matrix

Pour résoudre ce probléme, nous avons besoin d’un outil nous permettant de déterminer si une
matrice est de rang L, ce qui va engendrer un certain nombre de manipulations algébriques.
C’est pourquoi nous proposons d’abord de résoudre le probléme pour le cas L = 2, puis de
généraliser a L > 2.

6.3.2 Résolution pour L =2
Nous introduisons 1’outil suivant qui permet de déterminer si une matrice est de rang 2 ou non.

Théoréme 6.1 Soit I’ application ® : (X,Y,Z) € R x R x RI* — ®(X,Y,2Z) €
CI><1><I><J><J><J déﬁme par

(®(X, Y, 2))ijktmn = TaDmn(Yjs 2) = TigmDin(Ys: 26) + TinDim (Y55 25)
+Zi Do (25, Yr) — Tiom Din (255 Yr) + i Dim (25, Yi)
FYit D (25, 26) = YimDin (%5, 26) + YinDim (5, 21)
FYit D (255 Tk) = Yim Din (25, Tk) + Yim Dim (25, k)
+2i Do (T5Yk) = ZiymDin (T, Yr) + 2in Dim (T, Y)
+ 20D (Y k) — ZimDin (Y, Tr) + Zin Dim (Y5, T1), (6.14)

00 Din(Yjy 2k) = YjmZkn — YjnZkm. Alors on a ©(X, X, X) =0 si et seulement si X est au plus
de rang-2.

Preuve : Les éléments de (X, X, X)/(3!) correspondent aux déterminants des différentes sous-
matrices (3 x 3) de X. Une condition nécessaire et suffisante pour que X soit au plus de rang-2
est que tous ces déterminants s’annulent. [ ]
A partir des R matrices connues E, de I'équation (E12), on construit 'ensemble des R? tenseurs

{Prst}r,s,te [1,R] :

Pt = P(E,, Es, Ey). (6.15)
Remarquons que ® est symétrique par rapport a 'ordre de ses arguments :
Prst = 7D7r(7"st) \V/T, s, 1 (616)

ol 7 est une matrice de permutation arbitraire. De plus, puisque ® est trilinéaire, la combinaison

de (EI3) et (ETH) donne

Prst = Z <W71>ur<wil)vs(wil>wtq) (Xm Xva Xw) (617)

u,v,w=1
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Supposons maintenant qu’il existe un tenseur symétrique d’ordre trois M € CE*E*E (nous
montrerons l'existence d’un tel tenseur dans la suite) dont les éléments m,.z vérifient :

R
Z mrstprst =0. (618)

r,s,t=1

La substitution de (E17) dans (EI8) donne :

R R
Z Z (W_l)ur(w_l)vs(w_l)wtmrstq) (Xua XU) Xw) = 0. (619)

r,s,t=1u,v,w=1

D’aprés le Théoréme 6.1, on a & (X, X,, X,) =0, Yu € [1: R], car les matrices X, sont de
rang L = 2. Ainsi, I’équation (GIJ) devient :

Z Z (Vvil)ur(vvil)US(Vvil)wt?nrstq> (Xua Xva Xw) = 0. (620)

rs,t=1  wu,v,w=1
—(u=v=w)

De plus, étant donnée la symétrie de ® et M, ([E20) peut s'écrire :

Eﬁs,tzl Zg;;}l 3 (vvil)ur(vvil)US(Vvil)vlf?nrstq> (Xua Xva XU)

R R 1 . 1 (6.21)
+ Er,s,t:l Zgéq;?ul} 6 (W )ur(W )US(W )wtmrstq) (Xu7 Xva Xw) = 0.

Définissons ’ensemble
Q={2(X,, X, Xp)|I1<u#v<R}U{P(X,, X,, Xp)|[l<u<v<w<R}. (6.22)

Nous faisons I’hypothése cruciale que les tenseurs que contient I’ensemble {2 sont
linéairement indépendants. Comme nous le montrerons par la suite, cette hypothése
implique une nouvelle borne sur R qui garantit ’unicité de la décomposition du
BCM-(L,L,1).

La solution de (EZI]) peut alors s’écrire :

R
Z<W71>ur<wil)vs(W71>wtmrst = )\uvwéuv(svw Vu,v,w, (623)

r,s,t=1

ou 4 est le delta de Kronecker (8, = 1 si u = v, 0y, = 0 81 u # v) et 0U Ayyy est un scalaire
arbitraire.
[’équation (E2Z3) peut se réécrire au format tensoriel :

M :D.1W.2W03 W, (624)

ot D € CEXxI gt un tenseur diagonal dont les éléments diagonaux sont les Ay, v € [1, R].
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Ainsi, tout tenseur diagonal D génére un tenseur M satisfaisant ([EI8). En fait, tout tenseur
M de la forme ([E2Z4), avec D un tenseur diagonal arbitraire vérifie ([EIF]).

L’équation (EI8) est un ensemble d’équations linéaires dont les coefficients sont donnés par les
éléments des tenseurs connus P, et dont les inconnues sont les éléments m,.o; de M. Des choix
linéairement indépendants de D correspondent a des solutions linéairement indépendantes de
BEI13).

On peut conclure que si Q) est linéairement indépendant, le noyau de (EI8) contient R tenseurs
M, linéairement indépendants, qui peuvent se décomposer selon I'équation (E24]). On obtient
donc :

Ml = D1.1W.2W.3W

MR = DR .1W.2W.3 W, (625)

ot Dy, ..., Dg sont diagonaux. En termes de tranches matricielles de My, ..., Mg, 'ensemble
des R équations de (EZ3) méne au systéme suivant de R? équations :

<M1>:,:,r = W. Al,r : WT

(MR):,:,T = W. AR,T : WT Vr e [17 R]7 (626)

ou les matrices Ay, ..., Ag,, 1 <r < R, sont diagonales.
Finalement, ’estimation de W consiste en la résolution du probléme de diagonalisation simul-
tanée du systeme (E20).

6.3.3 Construction de ’algorithme pour L =2
6.3.3.1 Construction des tenseurs M,, r=1... R

Dans ce paragraphe, nous montrons comment les R tenseurs symétriques M, qui sont solutions
de (EIX) peuvent étre construits d’'une maniére numériquement efficace. Une premiére approche
consisterait a résoudre (GI8) en rangeant les R? tenseurs P,y € CIXIXIXIXIXT oy 5t € [1, R,
dans une matrice P € CI’/**®" dont chaque colonne contient la représentation vectorisée de
taille I3J% d’un tenseur P, donné. L'équation ([EIX) peut dans ce cas s’écrire

P'M:O]BJEl’ (627)

ou M est une vecteur de taille R? x 1 qui contient les éléments m,s de M. Comme mentionné
précédemment, cette équation a R solutions linéairement indépendantes. Ainsi, les R tenseurs
M.,. sont obtenus en calculant le noyau de P. Si le tenseur initial des observations ) était bruité,
les tenseurs M, sont calculés comme les R vecteurs singuliers de droite de P associés aux R
plus petites valeurs singuliéres.

Cependant, le calcul des solutions M, par cette approche n’est pas souhaitable. D’une part,
elle implique le calcul de la SVD d’une matrice de taille (I3J% x R3). D’autre part, si nous
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choisissons R vecteurs indépendants dans le noyau de P, il n'y a pas de garanties que les R3
coefficients m, de chaque vecteur correspondent aux coefficients d'un tenseur symétrique. En
effet, tout tenseur anti-symétrique M (i.e. m,q = Miirst) pour des permutations paires des
indices et m,y = —mis) pour des permutations impaires) est également solution de (EIJ).
Nous allons donc montrer comment les solutions symétriques de (EI8) peuvent étre trouvées.
Etant donnée la symétrie de M et @, (EIF) peut s’écrire :

R R R
Z Prrrmrrr + 3 Z Prrsmrrs + 6 Z Prstmrst = 0. (628)
r=1

r,s=1 r,s,t=1

r#s r<s<t

Considérons ’ensemble G qui contient N = R(R+ 1)(R + 2)/6 tenseurs

G={Pu|1<r<RIU{3Pn.|1<r#s<R}U{6Pll<r<s<t<R}  (6.29)

. . ~ 373 ~ , . .,
Construisons la matrice P € C'"/"*¥ dont chaque colonne P, est une représentation vectorisée
de taille I2J3 d’un tenseur donné a,.4 P, de I'ensemble G, ot o, prend des valeurs parmi

{1,3,6}, selon les valeurs des indices r, s, t.
Les équations (EI8) et ([E2Z7) peuvent s’écrire

P-M =0, (6.30)

ot M € CN*! contient les N coefficients permettant de construire le tenseur symétrique M.
Par exemple, si R = 3, (E30) prend la forme

min 0
- - - - - ~ - - - - mMo22 0
(P111, P222, P333, P112, P113, P223, P122, P133, P233, P123) : . =

mia3 0

Finalement, les coefficients des R tenseurs M, sont ceux du noyau de P. En présence de bruit,
on prend les R vecteurs singuliers de droite de P associés aux R plus petites valeurs singuliéres.

6.3.3.2 Réduction de la taille du systéme (6.26])

Dans ([EZH), W € C**® peut étre trouvée par la diagonalisation simultanée d’un ensemble
de R? matrices. Cependant, chacune de ces R? matrices est générée par les R matrices de
rang 1 de l'ensemble {[W]., - [W]I |1 < r < R}. Par conséquent, les R® matrices sont li-
néairement dépendantes et la matrice W peut étre trouvée en se limitant & un ensemble de
R matrices au lieu de R? & diagonaliser conjointement. Le probléme est donc de sélectionner
les R matrices les plus significatives de (GZf). Cela peut étre fait en construisant la matrice
[vec (My)..1) ...vec((Mg)..r)| de taille R? x R? dont les R vecteurs singuliers dominants
de gauche sont sélectionnés. Ces vecteurs sont ensuite réécrits sous forme matricielle pour
construire 1’ensemble {1\7[1, ey MR} de R matrices symétriques de taille R x R qu’il faut dia-
gonaliser conjointement.
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6.3.3.3 Synopsis de I’algorithme pour L =2

[’algorithme Bl synthétise les étapes de calcul de la décomposition du BCM-(L,L,1) par diago-
nalisation simultanée, dans le cas particulier L = 2.

Algorithme 9 : Algorithme SD pour la décomposition du BCM-L,L,1, avec L = 2
e Stack the entries of ) in an (IJ x K) matrix Y jrxx
[ ] Compute SVD YJ[XK =U-X VH = EVH
e For r € [1, R], stack 7" column of E in an (/ x .J) matrix E,
e For r,s,t € [1,R], r < s <t, build the R(R+ 1)(R+ 2)/6 tensors P,y = ®(E,, E,, E;)
ofsize I x I x I x JxJxJ
e Balance these tensors with the weights a,.s; € {1,3,6} to build the set G of Eq. (E29)
e Build the matrix P of size (I*J° x R(R + 1)(R + 2)/6) and compute its R right
singular vectors associated with the R lowest singular values.
e The R symmetric tensors M, are built from the entries of these R vectors.
e Build the set of R? symmetric matrices of size R x R from the slices of the tensors M,.,
and select the R most significant M, ..
e Find the matrix W by means of simultaneous diagonalization of

M1 - W'Al'WT

M, = W-A, - W7
. (6.31)

Mp = W-Ag W7

e Once W is known, the estimation of A, B and C immediately follows.

Remarque : La généralisation de la diagonalisation simultanée pour L > 2 découle directement
des résultats établis dans cette section. D’abord, une application permettant de détecter si une
matrice est de rang L ou non est nécessaire. De méme que précédemment, la symétrie de cette
application ainsi que celle du tenseur M d’ordre (L + 1) sont utilisées, pour aboutir finalement
a une systéme de REY matrices a diagonaliser, qui peut lui-méme se réduire & un systéme de
R matrices a diagonaliser.

6.3.4 Une nouvelle borne d’unicité

Dans cette section, nous donnons une nouvelle borne d’'unicité pour la décomposition du modéle
BCM-(L,L,1). Notre démarche est la suivante : d’abord, nous mettons en évidence I'existence
d’une nouvelle borne de maniére empirique pour L = 2, puis nous prouvons l’expression analy-
tique de cette borne pour L = 2, et enfin nous généralisons cette borne pour L > 2.

6.3.4.1 Borne expérimentale pour L = 2

La formulation du calcul de la décomposition du BCM-(2,2,1) en termes d’un systéme a diago-
naliser conjointement a nécessité I’hypothése forte d’indépendance linéaire de 1’ensemble 2
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(1] KR [ RG] [1] 7] KR | R |
3[4]2] 1 2 6]612] 4 | 12
3|53 1 3 6|7 |15] 4 | 15
3]6] 4] 1 1 6|8 |17] 5 | 17
375 1 5 6] 9120 5 | 20
14 4] 2 1 77 18] 4 | 18
155 ] 2 5 7821 5 | 2
106 7] 3 7 71925 5 | 25
178 3 8 7[10[28] 6 | 28§
5057 2 7 88 125] 6 | 25
5169 3 9 819129 6 | 29
57 [11] 3 | 11 8]10[33] 7 | 33
5(8 14| 4 | 14 8| 11|37 7 | 37

TAB. 6.1 — Borne expérimentale pour I'unicité du BCM-(2,2,1)

Q={d(X,, X,, Xp)|I1<u#v<R}U{P(X,, X,, X,)|[Il<u<v<w<R}. (6.32)

Dans le tableau 1], nous montrons par des résultats expérimentaux que cette hypothése sur €2
implique en fait une nouvelle borne sur le nombre R de contributions qui peuvent étre extraites
du tenseur des observations. Nous faisons l'expérience suivante : on fixe L = 2 et pour des
valeurs données de I, J et K qui satisfont min(I.J, K) > R, on cherche la valeur maximale de
R, notée Rgf(f?, telle que ’ensemble €2 soit encore linéairement indépendant. On compare alors
cette valeur a la valeur maximale de R, notée R&fa? telle que la condition suffisante d’unicité
donnée par le Théoréme 3.3 (ii) soit encore vérifiée

min( EJ 'R) + min EJ R)>R+2.

Le tableau indique que RYD) est significativement plus grand que RS, Ainsi, la diago-
nalisation simultanée implique une borne d’unicité beaucoup moins contraignante que la borne
précédente car elle autorise I'extraction d’un nombre de contributions substantiellement plus
élevé. Les paragraphes suivants donnent les expressions analytiques de cette nouvelle borne
pour L =2et L > 2.

6.3.4.2 Borne analytique pour L =2

Dans la section E32 nous avons supposé que R < min(IJ, K) et que 'ensemble ) est linéai-
rement indépendant. L’examination des conditions garantissant l'indépendance linéaire de €2
nous a permis de trouver 'expression analytique de la nouvelle borne d’unicité pour la décom-
position en termes de rang-(2,2,1), donnée par le théoréme suivant.
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F1G. 6.2 — Valeur maximum de R pour garantir I'unicité du BCM-(L,L,1)

Théoréme 6.2 La décomposition en termes de rang-(2,2,1) d’un tenseur d’ordre 3 est généri-
quement unique si

R<K et CL.C%> (03 +20C%). (6.33)
La preuve de ce théoréme est donnée en Annexe [Al

6.3.4.3 Borne analytique VL

Le résultat suivant généralise la nouvelle borne d’'unicité pour toutes les valeurs de L.

Conjecture 6.3 La décomposition en termes de rang-(L,1,1) d'un tenseur d’ordre 3 est géné-
riquement unique si

R<K et C/T.CY > CHi — R (6.34)

Les éléments de preuve de cette conjecture sont donnés en Annexe[Bl La démonstration finalisée
n’est pas présentée dans ce manuscrit.

Nous pouvons maintenant comparer cette nouvelle borne a celle du Théoréeme 3.3. Notons que
I'hypothése (E7) implique que c’est a la borne suffisante (ii) de ce Théoréme que nous pouvons
comparer la nouvelle borne (G34)).

La figure représente le nombre maximum R tel que ces deux bornes ne soient pas dépassées.
La borne suffisante du Théoréme 3.3 est notée borne 1 tandis que la nouvelle borne est notée
borne 2. Nous avons fixé la dimension longue & K = 200 et nous faisons varier I = .J. Pour les
valeurs L = 2, L = 3 et L = 4, nous représentons 1’évolution du nombre R maximum tel que les
deux bornes soient satisfaites. Il s’avére que la nouvelle borne est beaucoup moins contraignante
que la borne suffisante du Théoréme 3.3 (ii) dans la mesure ou elle permet d’extraire du tenseur
des observations un nombre de contributions substantiellement plus élevé.
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6.4 Reésultats de simulations

Dans cette section, nous comparons les performances de I'algorithme SD-(L,L,1) (algorithme
&) & celles de I'algorithme ALS-(L,L,1) (algorithme Bl) donné dans le chapitre Bl Nous générons
le tenseur des observations bruitées ) de la maniére suivante :

~ Yy N
Y=l Y I (6:35)
ou :

- Y € CI*IxK est le tenseur des observations non bruitées, qui peut peut étre décomposé de
maniére exacte en termes de rang-(L,L,1),

- N € CI*/*K egt le tenseur de bruit dont les éléments suivent une distribution Gaussienne de
moyenne nulle et de variance 1,

- oy controle le niveau de bruit.

Nous rappelons que les matrices inconnues de la décomposition sont H € C'*FL S € C/*EL et
A € CExE,

D’une part, I'algorithme ALS est utilisé avec 10 initialisations aléatoires différentes. Notons
A(n) D . . RETI . 2 (n) . ..
A" Pestimation de A a l'itération n et A" la matrice obtenue en divisant toutes les colonnes

de A™ par leur norme Frobenius. L’ALS est arrété lorsque ||A(n) —A(nil)HF < e one=10"1
D’autre part, I’algorithme SD est appliqué. Le probléme de diagonalisation simultanée de I’'équa-
tion (G3T) est résolu par la technique d’itération QZ-étendue proposée dans [25].

Pour les deux algorithmes, la précision est mesurée par erreur relative e = | ¥ — V|| #/|| V| #.
out le tenseur estimé ) est construit a partir des matrices estimées aprés convergence de 'algo-
rithme.

Pour illustrer I’évolution de 'erreur e en fonction du niveau de bruit oy, nous avons utilisé des
simulations de Monte-Carlo consistant en 100 tests indépendants pour chaque valeur de oy . La
figure synthétise les résultats de simulations obtenus pour des paramétres de valeur I = 6,
J =06, K =20 et L = 2. Nous avons représenté I’erreur moyenne ainsi que ’erreur médiane,
pour les valeurs R=3 et R=17.

La figure [6.3(a)| montre que la précision moyenne de 'algorithme SD est meilleure que I’ALS
initialisé 3 fois. A partir de la 4 éme initialisation les deux courbes sont confondues. La précision
médiane (figure est quant a elle identique pour les deux algorithmes dés la premiére
initialisation de I’ALS. En effet, contrairement a la mesure moyenne, la mesure médiane ne prend
pas en compte les valeurs extrémes de e occasionnées par I'arrét de I’ALS sur un minimum local.
Notons que les résultats des figures [6.3(a)] et [6.3(b)] ont été obtenus avec une valeur de R = 3,
ce qui signifie que la borne suffisante d’unicité du Théoréme 3.3 (ii) n’est pas dépassée (et a
fortiori la nouvelle borne non plus).

Les figures [6.3(c)| et [6.3(d)| ont été obtenues dans les mémes conditions que précédemment,
mais avec R = 7, si bien que seule la nouvelle borne d’unicité n’est pas dépassée. On constate
dans ce cas que la précision moyenne de I’ALS aprés 10 initialisations est encore trés loin de
celle de I'algorithme SD. 1l faudrait choisir un nombre d’initialisations plus élevé pour que
les performances de I’ALS s’approchent de celles de SD. Cet écart de performance se traduit
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également au niveau de I'erreur médiane, ou il faut attendre 3 initialisations pour que les courbes
soient identiques.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons établi un lien entre la décomposition du BCM-(L,L,1) et la dia-
gonalisation simultanée d’un systéme de matrices. Cette approche avait notamment permis la
découverte d’une nouvelle borne d’unicité pour la décomposition PARAFAC. Sa généralisa-
tion au modele BCM-(L,L,1) nous a également permis de trouver une nouvelle borne d’unicité
pour ce modéle, beaucoup moins contraignante que la condition d’unicité du Théoréme 3.3
(ii). Cependant, cette borne est valable si la dimension longue du tenseur des observations est
portée par les termes de rang 1. Dans le contexte applicatif de ce manuscrit, cette condition est



94 Liens entre Décompositions Tensorielles et Diagonalisation Simultanée

contraignante car cette dimension correspond au nombre d’antennes.

C’est pourquoi nous nous sommes récemment intéressés au cas ou la dimension longue est
portée par I'une des deux matrices de rang L., par exemple la matrice Toeplitz qui contient les
symboles. Nos premiers résultats, non exposés dans ce document, suggérent que I’on peut dans
ce cas formuler la décomposition du BCM-(L,L,1) comme un probléme de bloc-diagonalisation
simultanée.



Chapitre 7

Conclusion

7.1 Contributions

Les travaux présentés dans ce document s’inscrivent dans le cadre des méthodes algébriques
déterministes pour la séparation aveugle de signaux CDMA recus par un réseau d’antennes,
dans un contexte multi-utilisateurs. Les problémes de séparation aveugle de sources sont clas-
siquement formulés en termes d’algébre matricielle. L’originalité de notre approche réside dans
la modélisation tensorielle des signaux recus. L’exploitation des diversités temporelle, spatiale
et de code permet en effet de stocker les échantillons du signal global recu dans un tenseur
d’ordre trois. La séparation des signaux consiste alors a décomposer ce tenseur au moyen d’ou-
tils d’algebre multilinéaire, afin d’estimer la contribution de chaque utilisateur.

Les travaux fondamentaux de Sidiropoulos, Giannakis et Bro ont montré que la décomposition
PARAFAC du tenseur des observations permet de résoudre le probléme si le canal de propa-
gation est sans-mémoire. Nous avons proposé d’étendre cette approche aux canaux a trajets
multiples engendrant de I'TES.

Le tableau synthétise le contenu de ce document et donne le numéro de section associée a
chacun des aspects étudiés.

D’un point de vue mathématique, la contribution principale de nos travaux est la généralisation
de la décomposition PARAFAC d’un tenseur d’ordre trois. Dans cette optique, nous avons
introduit de nouvelles décompositions tensorielles. Tandis que la décomposition PARAFAC
consiste en une somme de contributions de rang 1, ces nouvelles décompositions permettent de
modéliser des contributions plus complexes.

D’un point de vue applicatif, nous avons établi que les décompositions PARAFAC généralisées
permettent de réaliser conjointement la séparation et 1’égalisation aveugles des signaux CDMA
présents dans un mélange convolutif. La séparation repose sur 1'unicité des décompositions
tensorielles. Cet aspect est fondamental car dans le contexte applicatif considéré, I'unicité s’in-
terpréte comme le nombre maximum d’utilisateurs qui peuvent communiquer simultanément
dans le systéme. L’égalisation repose quant a elle sur la préservation de la structure Toeplitz
de la matrice contenant les symboles transmis par chaque utilisateur.

D’un point de vue algorithmique, nous avons développé plusieurs techniques de calcul des
nouvelles décompositions. L’algorithme ALS nous a donné un premier apercu des performances
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Modeéle ‘ Unicité ‘ Application Algorithmes ‘ Compression ‘
PARAFAC 2 327 Séparation, EVD : B&T Selon
canal instantanné ALS B2 dimensions :
3 ELSCS &3 Ba
LM &2 Selon rang :
SD £2 VW
BCM-(L,L,1) : B3 | B32 Séparation et EVD : B62 Selon
égalisation : ALS : BEZ2 | dimensions :
canal multitrajets, | ELSCS : BELT
réflexions champ LM 23 Selon rang :
lointain SD £3
B
BCM-(L,P,.) :B4 | B2 Séparation et EVD : Selon
égalisation : ALS :BEZ3 | dimensions :
canal multitrajets, | ELSCS : EXTl
réflexions non LM : Selon rang :
uniquement champ
lointain

TAB. 7.2 — Tableau synthétique des contributions de ce document

que 'on peut obtenir avec les récepteurs aveugles proposés. Cependant, cet algorithme est trés
sensible au conditionnement et a l'initialisation et sa convergence est parfois lente. En nous
inspirant des travaux récents de Comon et Rajih, nous avons ensuite montré que l'insertion
d’une étape de recherche linéaire optimisée avec pas complexe (ELSCS) dans I’ALS permet
d’améliorer considérablement ses performances. Enfin, nous avons établi que ’algorithme de
Levenberg-Marquardt peut étre adapté au calcul des décompositions tensorielles généralisées.
Cet algorithme de type Gauss-Newton est beaucoup moins sensible au conditionnement des
données que I’ALS ou 'ELSCS et il offre de meilleures propriétés de convergence. Il nécessite
cependant un temps de calcul plus conséquent, surtout pour des données de grande taille.
Pour pallier cet inconvénient, on peut préalablement réaliser une compression du tenseur des
observations puis calculer la décomposition du tenseur de dimensions réduites. Nous avons
également établi que sous certaines conditions, les décompositions tensorielles peuvent étre
calculées de maniére non-itérative par une simple décomposition en valeurs propres. En présence
de bruit, cette technique permet de bien initialiser les algorithmes d’optimisation précédents.

Enfin, nous nous sommes intéressés plus en détail & I'unicité des décompositions tensorielles.
Pour la décomposition PARAFAC, des travaux récents ont montré que la reformulation du
probléme en terme d’un systéme de matrices a diagonaliser conjointement permet de trouver une
nouvelle borne d’unicité, beaucoup moins contraignante que la borne de Kruskal. En adoptant
la méme démarche, nous avons reformulé le calcul de 'une des décompositions généralisées et
nous avons établi 'expression analytique d’une nouvelle borne d’unicité.
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7.2 Perspectives

7.2.1 Applications

Le contexte applicatif de ce document se limite aux systéemes CDMA. Cependant, 'application
des nouveaux modéles algébriques proposés aux systémes sur-échantillonnés est également envi-
sageable. Dans ce cas, la diversité de code est remplacée par une diversité de sur-échantillonnage
temporel et les symboles ne sont pas multipliés par une onde d’étalement mais directement par
un filtre de mise en forme sur-échantillonné.

Nous avons considéré dans notre étude la liaison montante d’un systéme SIMO multi-utilisateurs,
i.e. chaque utilisateur ne dispose que d’une seule antenne. Une perspective envisageable serait
de généraliser les modéles proposés pour résoudre le probléme de déconvolution aveugle dans
un systéme MIMO multi-utilisateurs.

On peut également envisager une application de ces modeéles en OFDM, ou le nombre de
porteuses peut étre considéré comme une diversité exploitable d’un point de vue tensoriel.
Plusieurs travaux adoptant un point de vue tensoriel en OFDM ont d’ailleurs été proposés
récemment [100-102].

Une autre application possible de I’analyse tensorielle en composantes blocs consiste & modéliser
le couplage entre trames a transmettre, antennes de transmission et codes d’étalement dans les
systémes MIMO (“space-time coding”). En effet, dans ce type de systémes, les signaux sont
naturellement multi-dimensionnels et une modélisation tensorielle semble adéquate [103].
Enfin, méme si les nouveaux outils mathématiques proposés trouvent une application directe
en traitement du signal pour les télécommunications, ils dépassent de loin ce contexte. Dans
la mesure ou le champ applicatif du modeéle PARAFAC s’est considérablement élargi depuis
1970, une perspective possible sur le long terme serait d’appliquer les décompositions PARA-
FAC généralisées a des problémes multivariés qui ne peuvent étre résolus par la décomposition
PARAFAC standard.

7.2.2 Suivi de sous-espaces

Les algorithmes présentés dans ce document supposent le canal temporellement stationnaire
durant la période d’observation. Dans la mesure ot notre approche est purement déterministe,
ces algorithmes peuvent fonctionner sur des trames trés courtes. Cependant, s’il existe des
contraintes temps-réel, le calcul d’'une décomposition tensorielle compléte pour chaque trame
collectée risque d’étre trop cotiteux. Une perspective possible serait de développer des algo-
rithmes adaptatifs de suivi aveugle de sous-espaces pour les décompositions tensorielles.
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Annexe A

Preuve du Théoréme 6.2

Dans cette annexe nous démontrons le Théoréme 6.2 du chapitre Bl

Théoréme 6.2 La décomposition en termes de rang-(2,2,1) d’un tenseur d’ordre 3 est généri-
quement unique si

R<K et CL.C%> (03 +20C%). (A.0.1)

Pour démontrer ce théoréme, nous allons utiliser plusieurs Lemmes intermédiaires.

Lemme 1 Considérons H € C*EE et § € C/*ER | partitionnées en R blocs H, € C™*E et
S, € C'*F | Génériquement, on a :

rank( vec(H; - ST) -+ wvec(Hg-S%) ) =min(IJ, R).

Prevve du Lemme 1 :

Notons X la matrice de taille JI x R définie par X = [vec(H; - ST)---vec(Hp - S)]. Notons
R = rank(X). Supposons que R < min(I.J, R). La démonstration est basée sur 1’observation
qu'une perturbation générique des vecteurs {vec(H, - ST)} , » = 1... R, rend cet ensemble
linéairement indépendant. Supposons, sans perte de généralité, que la matrice Hy - ST est dans
I'espace vectoriel V généré par H,-ST, r =2 3, ..., R. 1l suffit de prouver qu’une perturbation
générique de H; - ST n’est pas dans V. Soit la matrice V+ e €%/ appartenant au complément
orthogonal de V, i.e., le produit scalaire de V* et de toute matrice dans V est nul. Nous avons

(H, - ST, V") = 0- Notons par H, - ST la version perturbée de Hy - ST. Génériquement, on a

<IC11 ST, Vl> = Trace(HT - V+.8;) # 0, i.e., la perturbation a une composante orthogonale a

V. Par conséquent, vec(H; - ST) a une composante orthogonale a vec(H,. - ST), r = 2,3,..., R.
m
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Lemme 2 Soient vy, ..., vy des vecteurs linéairement indépendants de CN*. Soient Ci,...,CR
des vecteurs de CV. Si
R<N et (C}+2C%) +M < N?, (A.0.2)

alors les vecteurs v,,, 1 <m < M, et les C}, 4+ 2C% vecteurs de I'ensemble
{(cu®c,®c,)| 1<u#v<R }U{(c,®c,®cy)| 1<u<v<w<R}

sont linéairement indépendants pour un choix générique de c,., 1 <r < R.

Preuve du Lemme 2 :
Définissons

V=A{vpll <m < M},
Fr={(cy®c,®c,)| 1<u#v<R}U{(c,®c,®cy)| l<u<v<w<R},
et

I ={(cu®c,®c,)| 1 <u#v<R —1}U{(c,®c,®¢cy)| 1 <u<v<w<R—-1}.

L’ensemble ' contient C%+2C% = w

203, | = EDEDES)

vecteurs, et 1'ensemble T'z_; en contient C%_, +

Nous prouvons le Lemme 2 par récurrence. Nous montrons d’abord que le lemme est vrai pour
R = 2. Ensuite, nous montrons qu’en supposant le lemme vrai pour (M, R — 1), il est encore
vrai pour (M, R) si (A2 est satisfait.

- Initialisation. Soit V- € CM un vecteur orthogonal aux vecteurs de V. Pour initialiser
I'induction, il suffit de montrer que (c; ® cs ® ¢3) et (c2 ® ¢; ® ¢;) ont tous les deux des
composantes dans la direction de V+. Définissons le tenseur d’ordre trois Y+ € CN*VN*N par
V) ntm2ns = (V) (n1-1)N24 (n2—1)N+n3- Nous avons alors (¢ @co®@c)’ -V = Ve coercr05¢
et (co®c; ®c)T - VL=V e i e,c e3¢y, quisont génériquement non nuls.

- Hypothése de récurrence : nous supposons maintenant que I’ensemble V U T'; est linéai-
rement dépendant. Nous prouvons que cet ensemble devient linéairement indépendant par une
perturbation générique du vecteur cg. Nous procédons par contradiction : nous allons montrer
que ’hypothése de dépendance linéaire de V U I'g induit la dépendance linéaire de V UT'gz_;.
Les matrices [c1...Cr 2], [c2...Cr_1] et [c3...cg|, de taille N x (R — 2) sont génériquement
de rang R — 2 d’aprés I’hypothése R < N. Par une propriété du produit de Kronecker, le rang
de [c1...cro] ®[ca...Ccr 1] ® [c3...cg] est égal & son nombre de colonnes. L’ensemble T'g,
qui contient des colonnes de cette derniére matrice, est donc linéairement indépendant. Soit cp
une version perturbée de cp, qui n’est pas proportionnelle & ci. L’ensemble I'p est remplacé
par T'r. Supposons que V U 'y est encore linéairement dépendant. Génériquement, on peut
supposer que vy peut étre écrit comme combinaison linéaire des vecteurs dans (V\{v;}) U .
On peut aussi supposer que v, est une combinaison linéaire des vecteurs de (V\{v;}) UTx.
En d’autres termes, v; est dans l'intersection des sous-espaces W et W respectivement générés
par (V\{viHULg et (V\{vi})ULz. W est la somme du sous-espace généré par (V\{vy})UT'z_;
et du sous sous-espace {I'g\I'g_1} généré par {(c, ®cp®cr)| 1 <u<R—-1}U{(cp®c,®
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c) 1<v<R—-1}U{(c,®c,®cp)|]l <u<wv < R—1} W est la somme du sous-
espace généré par (V\{vi}) UTgx_; et du sous-espace {I'z\I'r_1} généré par {(c, ® ¢z ®
cr)| 1<u<R—-1}U{(Cg®c,®c,)| 1<v<R—1}U{(c,®c,®¢CR)|[1 <u<v<R—-1}.
W ne peut pas étre égal a CV° puisque dim(W) < M — 1+ CF 4+ 20F < N*; W ne peut
pas non plus étre égale a CV’°. Les vecteurs de ensemble {Tz\T'z_1} U {Tx\'z_1} sont des
colonnes de la matrice [c;...cr 1CRCR] ® [c1...CRr_1CRCR| ® [c1...CR_1], donc ces vecteurs
sont linéairement indépendants. Nous en concluons que lintersection de W et W est égal au
sous-espace généré par (V\{v,}) UTz_;. Puisque v, est dans lintersection de W et W, il
peut s’écrire comme combinaison linéaire des vecteurs de (V\{v;}) UT'gz_;. Cela signifie que
I’ensemble V UI'z_; est linéairement dépendant.

En résumé, nous avons montré que si I’on suppose VUI'g linéairement dépendant, alors VUI'g_;
est linéairement dépendant. Par induction, si VUI'z_; est linéairement indépendant, alors VUI' g

est linéairement indépendant, ce qui conclue la preuve. [ ]
Lemme 3 Soient vy, ..., vy des vecteurs linéairement indépendants dans CI7°. Soienthy, ... hg
des vecteurs dans C! et soient si,...,sg des vecteurs dans C’. Si

R<IJ et (CF+2058)+M < IPJ3 (A.0.3)

alors les vecteurs v,,, 1 < m < M, et les C’f + 2CE vecteurs de 'ensemble {(h, ® s, ® h, ®
ss @h,®s))| 1<u#v<R}U{(h,®s,®h,®s,3h, ®s,)| l<u<v<w<R} sont
linéairement indépendants pour un choir générique de h, ets,, 1 <r < R.

Prevve du Lemme 3 :

La preuve est analogue a celle du Lemme 2. Le role de [c; ... cr_s], [c2...cr_1] et [c3...cr] est
maintenant jOUé par [hl X Sq... hR_2 X SR_Q], [hz X Sy... hR_1 X SR—l] et [hg X S3... hR X SR].
Ces derniéres sont génériquement de rang plein si R < I.J d’aprés le Lemme 1. [ ]
Nous avons désormais assez d’éléments pour prouver le théoréeme 6.2.

Preuve du Théoréme 6.2 : La seconde inégalité de ce théoréme, C?.C3 > (C% +2C%), implique
que R < IJ, et la combinaison avec la premiére inégalité, R < K, implique que R < min([/J, K),
ce qui est une condition nécessaire pour que X et A soient génériquement de rang R (cf
equation ). Nous allons maintenant montrer que la seconde inégalité garantit génériquement
'indépendance linéaire de I’ensemble (2 défini par 1'équation (E22).

Considérons I'application bijective F suivant permettant d’écrire les vecteurs x de C*7 sous
forme de tenseur de C/*IxIxJxJxJ .

(F(X))ijktmn = X(i—1)12 I3+ =1) LIS+ (k—1) T3+ (1—1)J2+(m—1) J+n-
I image du tenseur ®(H, - ST H,-ST H,, -SI1) € CI*I*XIXIxI*J par I"application inverse F !
est un vecteur de taille /3J3 défini par :
FY®MH, -SI H, ST H, - ST))
_ L=2 L=2 L=2
= F O My - [Sully 2o ol - [Solly, 201 Hulis - [Sully,))  (A04)

R Bl

= f_1<2121,12,13=1 q)([Hu]:,ll ' [Su]:,:llv [HU]:J2 ' [SU]?:lgv [Hw]uls ’ [Sw]j,}g))v
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ou la propriété de trilinéarité de 'application ® a été utilisée. Nous notons H,,;,, H,;, et H,, .
les vecteurs [H,].;,, [Hy). 1, et [Hy). s, de taille I x 1. De méme, nous notons S, ;,, Sy, et Sy,
les vecteurs [S,]. 1, [Su].s €t [Sw).1s, de taille J x 1.

En utilisant la définition de I'application ® du Théoréme 6.1, I'équation (ALA) peut alors
s’écrire comme :

FY(®(H, - ST, H, - ST, H, - ST))

Hu,ll ® Hv,lg ® Hw,lg Su,ll ® Sv,lg 02y Sw,l3
_Hu,l1 ® Hw,lg X Hv,lg _Su,l1 ® Sw,l3 ® Sv,lg
o 22 +Hv,l2 X Hw,l3 X Hu,l1 ® +Sv,l2 & Sw,l3 02y Su,ll
= 20 o ls=1 -H,;, ®H,;, ® H,, —Su1, @S @ Sy
_'_Hw,lg & Hu,ll ® Hv,lg _'_Sw,lg ® Su,h ® SU,l2
_Hw,l3 ® Hv,lg & Hu,l1 _Sw,l3 X Sv,lg ® Su,ll

r 3 3 3 3 3
= 212 lIo.l3=1 II3><I3 - HSLI,w),v + Hg}{w),u - ng{u?w + Hg,u),v - Hg,v),u : (Hqu ® Hv,lg ® Hw,lg)
1,02,3

® [(I PRPRE ; (CAURNTS § (CANNS § (CAVNRNTS (S0 H&{i?u) + (Sut, ® Suy, ® Sw,lg)}

de
:f 2121712,l3:1 AIS ’ (Hu,h ® Hv,lg ® Hw,l3)] ® [AJS ' (Su,h ® Sv,lz ® Sw,le,)]

= <AI3 Q AJ3 . (lel,lmh:l Hqu & th & Hw7l3 X Squ X Sv,lz (%9 Sw713>

df & . (thl%lgzl H,,®H,;, @H,,;, ® Sy), ® Sy, @ SWS) :

(A.0.5)
ot II%), € R°*1* est une matrice de permutation relative a la matrice de référence Ijs, ;s =
11}),. L'indépendance linéaire de {® (X,, X,, X,) |1 <u#v < R} U{® (X,, X,, X)L <
u < v <w < R} est équivalente a I'indépendance linéaire des vecteurs images. Ces derniers

sont linéairement indépendants si et seulement si I'intersection du noyau de G et du sous-espace
généré par les vecteurs

2
{ Z Hu,ll ® Hv,lg 2y Hv,lg X Su,ll X Sv,lg X Sv713|1 S u 7& v S R} U

l1,l2,l3=1

2
{ > Hy, @H,, @Hyy, ®Suy, @80, @Syl <u<v<w< R}

l1,l2,l3=1

contient seulement le vecteur nul. En d’autres termes, une base du noyau de G et ces derniers
vecteurs doivent former un ensemble linéairement indépendant. La dimension du noyau de G
est I*J% — rank(G).

Pour tout triplet (l1,ls,13) avec des valeurs dans ({1,2},{1,2},{1,2}), d’aprés le Lemme 3,
I’ensemble formé par une base du noyau de G et les (C’%+ZC%) vecteurs H, ;, ® H,;, ® H,, 1, ®
Suii ® Sy, @ Sy, est génériquement indépendant si

PBJ3 —rank(G) + (C3 4+ 2C%) < IPJ? & OF + 20% < rank(G). (A-0.6)

Puisque les matrices H, et S,, r = 1... R, sont génériquement de rang plein, les (C%, + 2C%)
vecteurs 2121 Iols—1 H,;, ®H,;, ®Hy,;, ® Sy1, ® Sy1, ® Sy, sont linéairement indépendants
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si bien que I’ensemble formé par ces vecteurs et une base du noyau de G est génériquement
linéairement indépendant sous la méme condition que ([AT.6).
Les matrices A° et A7° sont construites uniquement a partir de matrices de permutation et
on peut montrer que rank(A”’) = W et rank(A”") = W. Par une propriété du
produit de Kronecker, on obtient

II-10)(I-2) J(J-1)(J-2)

rank(G) = 6 . 5 . (A.0.7)

La combinaison de ([A0.0) et [(AA0.7) montre que I'ensemble €2 est génériquement linéairement
indépendant si et seulement si

¢ 420 < 1(1—12(1—2)]({]—1(2({]—2)’

ce qui compléte la preuve du Théoréme 6.2.



Annexe B

Eléments de Preuve de la Conjecture 6.3

Dans cette annexe nous donnons les éléments de preuve de la Conjecture 6.3 du chapitre @ La
démarche est la méme que pour la preuve du Théoréme 6.2, exceptée que la généralisation a
L > 2 implique des manipulations algébriques plus complexes.

Conjecture 6.3 La décomposition en termes de rang-(L,1,1) d’un tenseur d’ordre 3 est géné-
riquement unique si

R<K et C/H.CH' >Chil — R (B.0.1)

Cette conjecture généralise le cas particulier L = 2 du Théoréme 6.2 & toutes les valeurs de L.
Pour démontrer ce théoréme, nous utilisons plusieurs Lemmes intermédiaires.

Lemme 4 Soient vq,..., vy des vecteurs linéairement indépendants de CN"™. Soit Q. len-
semble des (CHTp — R) vecteurs {(Cy, @ Cyy @ -+ @ yy ., )|1 <up <+ <upyy < R} construit
ainsi :

- les vecteurs ¢y, @ Cyy @ -+ @ €y, ,, QVEC U = Uy = -+ = Ur41, Ne sont pas inclus dans €)..
- les vecteurs générés par toute permutation des indices uy, ug, ..., up41 de €y, @Cy, @+ @€y,
ne sont pas inclus dans €. .
Si

R<N et (Ciip—R)+M < N- (B.0.2)

alors les vecteurs v,,, 1 < m < M, et les C}ini vecteurs de [’ensemble €. sont linéairement

indépendant pour un choix générique de c,., 1 <r < R.

Note : Le nombre d’éléments Cﬁ]i correspond au nombre de possibilités pour choisir L + 1

objets parmi R objets différents, avec la possibilité de choisir plusieurs fois le méme objet (il

s’agit de combinaisons avec répétition). On soustrait alors R & Cfl] car R est le nombre de
facons de choisir L + 1 fois le méme objet, i.e. uy =uy = -+ =upiq.
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Lemme 5 Soient vy, ..., vy des vecteurs linéairement indépendants de CUIN"™ | Soient ap,...,ag
des vecteurs de C! et by, ..., bg des vecteurs de C/. Si
R<IJ+L and (Cptp—R)+ M < (1J)", (B.0.3)

alors les vecteurs
Vi, 1 <m < M, et les (C’}L{ii — R) wvecteurs de ’ensemble Qq = {(ay, @ by, ® a,, @ by, ®
cr@ay,, @by, ) T<u < - <wupy < R} oconstruit comme suit

- les vecteurs a,, @ by, ® a,, @b, @+ @ay,,, @by, ., avec uy =uy = -+ = ury1 ne sont
pas inclus dans Qg
- les vecteurs générés par toute permutation des indices uq,us,...,ur+1 de a,, @ by, ® a,, ®

by, ® - ®ay, ., @by, nesont pas inclus dans (g,
sont linéairement indépendants pour un choiz générique de a, et b,, 1 <r < R.

En suivant la méme démarche que précédemment et en combinant les Lemmes 4 et 5, on peut
ensuite prouver la Conjecture 6.3.
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