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iiiRésuméL'objet de ette thèse est le développement de méthodes PARAFAC généralisées pour l'ex-tration aveugle de soures dans les systèmes de ommuniations sans �l où au moins troisdiversités sont disponibles à la réeption. Nous nous situons dans un ontexte multi-utilisateursqui ommuniquent simultanément dans la même bande de fréquenes vers une station de baseréeptrie équipée d'un réseau d'antennes. Si les signaux reçus sont de type CDMA, les diver-sités spatiales et temporelles ainsi que la diversité de ode onfèrent au signal global reçu unestruture multilinéaire, résultant du mélange des signaux de tous les utilisateurs. Etant donnéeses trois diversités, on peut en e�et stoker les éhantillons de e signal dans un tenseur desobservations d'ordre 3, 'est à dire un ube. Le ontexte aveugle de notre approhe implique queni les séquenes d'apprentissage ni les odes CDMA des utilisateurs ne sont onnus au niveaudu réepteur.Pour estimer les symboles transmis par les utilisateurs, nous exploitons uniquement la stru-ture algébrique multilinéaire du tenseur des observations. Le problème onsiste à déomposer etenseur en une somme de ontributions, où haque ontribution aratérise entièrement un uti-lisateur dans les trois dimensions. Toutefois, la séparation des signaux est e�etive uniquementsi la déomposition tensorielle est unique.Jusqu'à présent, ette approhe multilinéaire a été utilisée en téléommuniations pour desanaux de propagation non-séletifs en fréquene. Dans e as, la séparation des signaux d'in-térêt peut être réalisée par la déomposition PARAFAC du tenseur des observations, qui estégalement utilisée dans de nombreux autres domaines tels que la himiométrie ou le traitementd'image.L'objetif entral de ette thèse est de développer des réepteurs algébriques multilinéaires, a�nde réaliser onjointement la séparation et l'égalisation aveugles des signaux CDMA transmisdans un anal à trajets multiples engendrant de l'Interférene Entre Symboles (IES).L'idée prinipale est de onstruire des déompositions tensorielles plus générales que PARAFAC,a�n de prendre en ompte e modèle de propagation. Notre approhe est déterministe, e quisigni�e qu'elle peut être utilisée pour des séquenes ourtes, limitant ainsi la ontrainte destationnarité temporelle du anal pendant la durée d'observation.Dans un premier temps, nous montrons que pour un sénario de propagation par trajets mul-tiples, les ontributions des utilisateurs ne sont pas des tenseurs de rang 1 omme dans le asPARAFAC, mais ont des strutures plus omplexes, onstituées de omposantes matriielleset tensorielles. La solution au problème de séparation et d'égalisation aveugles peut ainsi êtreobtenue par une nouvelle déomposition tensorielle du tenseur des observations : la déompo-sition en omposantes blos. On dit alors que e tenseur suit un modèle en omposantes blos,une généralisation du modèle PARAFAC. L'analyse en omposantes blos peut également êtreadoptée dans d'autres systèmes où au moins trois diversités sont exploitables (par exemple ladiversité de ode remplaée par une diversité de sur-éhantillonnage temporel).Dans un seond temps, nous nous intéressons au développement d'algorithmes robustes pourle alul de la nouvelle déomposition. Nous proposons d'abord un algorithme des moindresarrés alternés (ALS pour �Alternating Least Squares�). Cependant, et algorithme présenteles mêmes inonvénients que son équivalent pour PARAFAC : sensibilité aux minima loaux et



ivau onditionnement des données. Nous montrons alors que l'insertion d'une étape de reherhelinéaire ave pas optimal omplexe avant haque étape de l'ALS permet d'aélérer onsidé-rablement la onvergene. En outre, nous proposons également l'adaptation d'une méthoded'optimisation de type Gauss-Newton au alul de la déomposition en blos : l'algorithmede Levenberg-Marquardt. L'intérêt de et algorithme est sa onvergene quadratique dans lesitérations �nales, ainsi que sa robustesse aux données mal-onditionnées et à l'e�et �near-far�.En�n, nous montrons que la diagonalisation onjointe d'un système de matries permet égale-ment de aluler la nouvelle déomposition. Cette approhe implique notamment une nouvelleborne d'uniité de la déomposition, 'est à dire un plus grand nombre d'utilisateurs simulta-nément admissibles dans le système.AbstratThe goal of this PhD. Thesis is to develop generalized PARAFAC deompositions for blindsoure extration in wireless ommuniation systems, where at least three diversities are avai-lable at the reeiver. We assume that several users transmit at the same time within the samebandwidth towards an antenna array. In the ase of CDMA signals, the spatial, temporal andode diversities give a multilinear struture to the global reeived signal, whih itself resultsfrom a mixture of users' signals. Given these 3 diversities, we an store the samples of this globalsignal in a third order tensor, i.e., a ube. The blind ontext of our approah implies that nei-ther the learning sequenes nor the CDMA odes are known by the reeiver. In order to blindlyestimate the symbols of eah user, we only exploit the multilinear algebrai struture of theobservation tensor. The problem onsists of deomposing this tensor in a sum of users' ontri-butions. However, the separation of all signals an be done only if the tensor deomposition isunique.Until now, the multilinear approah has been used in wireless ommuniations for instantaneoushannels. In this ase, the separation of users' signals an be done by means of the PARAFACdeomposition, whih is ommonly used in other appliations suh as hemometris or imageproessing.The main objetive of this Thesis is to develop multilinear algebrai reeivers in order to performthe blind separation-equalization of CDMA signals transmitted through a multipath propaga-tion hannel with Inter-Symbol-Interferene. The main idea is to build tensor deompositionsmore general than PARAFAC to take this propagation senario into aount. Our approahis deterministi so it an be used with short symbol-sequenes, whih means that the hanneldoes not need to be stationary over long periods.In a �rst step, we show that, under the multipath propagation senario assumption, users'ontributions are not rank 1 tensors as in PARAFAC. These ontributions have in fat a moreomplex struture sine they are built from matrix and tensor omponents. The solution anthus be obtained by the deomposition of the Blok Component Model (BCM), whih genera-lizes PARAFAC.In a seond step, we develop several algorithms for the omputation of the BCM. We �rst pro-pose an Alternating Least Squares (ALS) algorithm. However, this algorithm has some draw-



vbaks suh as sensitivity to loal minima and ill-onditioned data. We then insert a Line Searhsheme with optimal omplex step before eah ALS iteration, whih speeds up onvergene.Finally, we adapt a Gauss-Newton type optimization tehnique, the Levenberg-Marquardt al-gorithm, whih provides quadrati onvergene properties and is less sensitive to the near-fare�et.Finally, we show that the BCM deomposition an also be alulated by a simultaneous matrixdiagonalization tehnique. This approah implies a new, more relaxed, bound on the numberof users that are simultaneously allowed in the ommuniation system.
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Chapitre 1Introdution
1.1 Contexte sienti�queEn traitement du signal pour les téléommuniations sans �l, la oneption de systèmes à grandee�aité spetrale garantissant un aès simultané à plusieurs utilisateurs dans la même bandede fréquenes est essentielle.Parmi les tehniques d'aès multi-utilisateurs existantes, l'étalement de spetre par odageCDMA (Code Division Multiple Aess) est atuellement utilisée dans les systèmes ivils deommuniations mobiles de troisième génération (UMTS) [1℄. Dans la liaison montante, leréepteur reçoit ainsi un mélange des signaux transmis simultanément par tous les utilisateurs.Ces signaux sont a�etés par les e�ets du anal de propagation tels que les atténuations et lesretards dus à la propagation par trajets multiples ainsi que par le bruit thermique provenantnotamment des omposants analogiques de la haîne de ommuniation.Le signal global reçu par la station de base doit don être traité numériquement de manière ài) isoler la ontribution de haque utilisateur : 'est l'étape de séparation ou d'extration desoures.ii) identi�er le �ltre aratérisant le anal de propagation pour annuler l'Interférene EntreSymboles (IES) engendrée par les trajets multiples : il s'agit de l'étape d'égalisation.Dans les systèmes dits oopératifs, la séparation est e�etuée en exploitant la onnaissanedes odes CDMA alloués aux utilisateurs tandis que l'égalisation est e�etuée à l'aide d'uneséquene d'apprentissage. Cette dernière est transmise périodiquement par les utilisateurs etsubit elle-même les e�ets du anal. La onnaissane à la réeption de la séquene d'apprentissageoriginale permet ainsi d'identi�er le anal et d'en ompenser les e�ets sur les données �utiles�transmises.Cependant, ette séquene doit être transmise d'autant plus fréquemment que le anal varierapidement au ours du temps, à ause par exemple du mouvement des utilisateurs. Ainsi,environ 25 % du débit total disponible est onsaré à l'apprentissage en GSM et jusqu'à 50 %en UMTS.Dans e ontexte, lesméthodes aveugles susitent un vif intérêt en traitement du signal pourles téléommuniations ar elles onsistent à e�etuer les opérations de séparation et d'éga-lisation sans utiliser la onnaissane des odes CDMA ni elle des séquenes d'apprentissage2



1.2. La séparation aveugle : formulation matriielle 3à la réeption. Dans le domaine ivil, es méthodes peuvent don ontribuer de manière si-gni�ative à l'augmentation du débit utile soit en supprimant les séquenes d'apprentissage(méthodes �purement� aveugles), soit en réduisant leur taille (méthodes �semi-aveugles�). Dansle domaine militaire, l'approhe aveugle peut être utilisée pour interepter des ommuniationset permettre une éoute disrète, dans la mesure ou la onnaissane des odes CDMA n'est pasrequise.Outre la problématique d'aès multiple, les nouveaux systèmes de ommuniation doiventrépondre à un besoin sans esse roissant en terme de débit. Depuis l'avènement des tehniquesMIMO [2℄, les systèmes multi-antennes sont en plein essor ar l'utilisation de plusieurs antennesà l'émission et à la réeption permet d'améliorer signi�ativement l'e�aité spetrale.Les travaux menés au ours de ette thèse visent à développer des méthodes aveugles pourdes systèmes de ommuniations MIMO-CDMA. L'aspet fondamental et novateur de notre ap-prohe réside dans l'utilisation de l'algèbre multilinéaire, partiulièrement adaptée aux systèmesoù plusieurs diversités peuvent être exploitées simultanément.1.2 La séparation aveugle : formulation matriielleDe manière générale, la séparation aveugle de soures onsiste à estimer des signaux inonnusuniquement à partir d'un mélange observé de es signaux. Classiquement, e problème estformulé de manière algébrique matriielle sous la forme Y = H · S, où l'objetif est d'identi�erla matrie de mélange H et/ou la matrie des soures S uniquement à partir de la matrie desobservations Y fournies par le (ou les) apteur(s). Selon l'appliation onsidérée, es matriesn'ont pas la même interprétation.L'appliation sans doute la plus onnue est le �oktail party problem�. Supposons que l'on plaeplusieurs mirophones dans une pièe où plusieurs personnes parlent simultanément. L'enregis-trement de haque mirophone est un brouhaha résultant d'un mélange de toutes les voix. Enutilisant tous les enregistrements, il est ependant possible de retrouver le disours de haquelouteur. Dans ette appliation, la matrie Y ollete les éhantillons de tous les enregistre-ments et la matrie S ollete les éhantillons du disours de tous les louteurs présents. Lamatrie de mélange H inonnue dépend de l'aoustique de la pièe et de l'emplaement desmirophones. En pratique, la réverbération des voix sur les murs provoque un e�et d'ého surhaque enregistrement. Dans e as, la matrie Y résulte d'un mélange onvolutif si bien qu'ilfaut résoudre un problème de déonvolution, outre le problème initial de séparation. Si auontraire les réverbérations sont négligées, on dit que le mélange est instantané. Le nombre deapteurs K et de soures à estimer R ont une réelle importane dans la formulation matriiellear ils onditionnent les dimensions de H et don l'inversibilité du problème. On dit que lemélange est sur-déterminé si K ≥ R et qu'il est sous-déterminé si K < R.Il existe de nombreuses autres appliations de la séparation aveugle de soures. Par exemple,dans le domaine biomédial, es méthodes peuvent être utilisées pour séparer le battement deoeur d'un foetus de elui de sa mère [3℄. Il existe également des appliations en sismologie [4℄,ou enore en méanique pour déteter un défaut sur des mahines tournantes [5, 6℄.Dans le domaine des ommuniations sans �l, la séparation aveugle de soures fait également



4 Introdutionl'objet de nombreux travaux de reherhe. Dans e as, la matrie Y représente par exempleles observations fournies par le réseau d'antennes réeptries. La matrie H aratérise le analde propagation et la matrie S ontient les symboles numériques transmis [7, 8℄.Les tehniques dites à �sous-espaes� sont fondamentales pour la résolution du problème defatorisation matriielle Y = H · S [9�11℄.On distingue lassiquement deux grandes approhes : l'approhe purement statistique et l'ap-prohe purement déterministe.Le onept fondamental de l'approhe statistique est �l'Analyse en Composantes Indépendan-tes�, notée ACI [12℄. L'idée de l'ACI est d'extraire du mélange observé des omposantes aussiindépendantes que possibles, en supposant que les soures présentes dans le mélange sont elles-mêmes statistiquement indépendantes. L'ACI est lassiquement e�etuée grae à l'utilisationdes statistiques d'ordre deux [13�15℄ ou d'ordre supérieur [16�23℄.L'approhe purement déterministe repose quant à elle sur la struture algébrique des signauxeux-mêmes et non sur la struture algébrique de leurs statistiques.Observons d'abord que la matrie Y peut aussi s'érire Y = (H·P−1)·(P·S), où la matrie non-singulière P représente l'indétermination intrinsèque à la fatorisation matriielle. En alulantla SVD de Y on peut estimer les sous-espaes Col(H) et Col(S). Les matries H et S onsistentalors en des ombinaisons linéaires inonnues des veteurs de es sous-espaes. Cependant, toutematrie P hoisie dans l'ensemble des matries non-singulières de taille R×R mène à la mêmematrie Y. Les matries H et S ne peuvent don être à priori estimées qu'à ette indétermina-tion près. Pour restreindre ette indétermination, on peut imposer des propriétés déterministesonnues sur les matries H et/ou S. On peut par exemple s'appuyer sur l'hypothèse que leséléments de S appartiennent à un alphabet �ni ou ont un module onstant [24�26℄. De plus, si
H ou S ont une struture partiulière (Toeplitz, Van der Monde, ...), on peut également forerette struture de manière à réduire l'indétermination [7, 27, 28℄.Certes, les méthodes statistiques et déterministes ne sont pas disjointes et peuvent être ombi-nées. Toutefois, les premières néessitent en général un plus grand nombre d'observations (i.e.d'éhantillons) que les seondes, durant lesquelles la matrie de mélange est onsidérée ommetemporellement stationnaire. Les méthodes déterministes peuvent fontionner sur des tramestrès ourtes, e qui limite la ontrainte de stationnarité temporelle du anal. De plus, si lemodèle statistique des données n'est pas onnu ou s'il ne peut pas être estimé de façon �able,reourir à une approhe déterministe est une solution adéquate.Les méthodes déterministes néessitent une modélisation préise et réaliste du problème. Ainsi,dans la mesure où les dimensions des matries impliquées dépendent de ertains paramètres dusystème, eux-i doivent être onnus ou estimés préalablement.Les méthodes aveugles développées dans e manusrit sont purement déterministes. L'originalitéde elles-i réside dans la formulation algébrique du problème sous une forme tensorielle, parontraste ave la formulation matriielle préédente.



1.3. Formulation tensorielle 51.3 Formulation tensorielleL'idée de base dans les systèmes MIMO est le traitement spatio-temporel, où le temps (dimen-sion naturelle) est omplété par une dimension spatiale inhérente à l'utilisation de plusieursantennes. Or, dans le as de signaux CDMA transmis vers un réseau d'antennes, une troisièmedimension (la dimension du ode) peut aussi être exploitée.Par onséquent, les diversités spatiale, temporelle et de odage onfèrent au signal global reçuune struture algébrique multilinéaire. Ainsi, lorsque trois diversités peuvent être exploi-tées simultanément à la réeption, les éhantillons de e signal peuvent être stokés dans untenseur d'ordre 3 (i.e. un ube) qui possède une struture algébrique beauoup plus rihe qu'untenseur d'ordre 2 (i.e. une matrie).Ce tenseur des observations résulte d'une somme des ontributions de tous les utilisateurs quiommuniquent simultanément. Résoudre le problème de séparation et d'égalisation aveuglesonsiste alors à déomposer le tenseur des observations de manière à estimer es ontri-butions.Sidiropoulos, Giannakis et Bro furent les premiers à adopter une tehnique d'algèbre multili-néaire dans le domaine des téléommuniations [29℄. Ils ont montré que pour haque utilisateur,l'estimation aveugle onjointe des symboles, du ode CDMA et de la réponse des antennes ré-eptries peut être obtenue par la déomposition en termes de rang 1 d'un tenseur d'ordretrois ou déomposition PARAFAC (pour PARAllel FACtor) [30℄. Cette formulation n'esttoutefois valable que pour un anal non-séletif en fréquene.1.4 Prinipaux objetifs et résultatsLes travaux e�etués durant ette thèse sont une généralisation des travaux de [29℄. L'objetif estde développer des réepteurs algébriques multilinéaires pour la séparation et l'égalisa-tion aveugles onjointes de signaux CDMA reçus par un réseau d'antennes, après propagationdans un anal séletif en fréquene engendrant de l'IES. L'axe entral de nos travaux onsisteà développer de nouvelles déompositions tensorielles généralisant PARAFAC, a�n de prendreen ompte es modèles de propagation plus réalistes, où trajets multiples et IESsont présents. Nous nous situons dans un ontexte multi-utilisateurs, eux-i ommuniquantsimultanément dans la même bande passante vers le réseau d'antennes réeptries.1.4.1 De nouvelles déompositions tensoriellesDans un premier temps, nous avons montré que pour un sénario de propagation par trajetsmultiples, les ontributions des utilisateurs ne sont pas des tenseurs de rang 1 omme dans leas PARAFAC, mais ont des strutures plus omplexes, onstituées de omposantes matriielleset tensorielles. Nous avons ainsi introduit un nouveau modèle multilinéaire généralisant PARA-FAC, le modèle en omposantes blos ou BCM pour �Blok Component Model� [31�35℄.L'analyse en omposantes blos peut être adoptée dans d'autres systèmes où au moins troisdiversités sont exploitables (par exemple la diversité de ode remplaée par une diversité de



6 Introdutionsur-éhantillonnage temporel) et où le modèle PARAFAC n'est pas su�sant pour représenterles signaux présents.L'idée générale peut don être résumée ainsi : en exploitant les diversités disponibles à la réep-tion, on peut olleter les éhantillons du signal global reçu dans un tenseur des observations ;la déomposition de elui-i en omposantes blos permet ensuite d'exhiber les ontributions detous les utilisateurs présents dans le mélange et d'en estimer les symboles de manière aveugle.Toutefois, la struture du tenseur des observations di�ère selon le sénario de propagationenvisagé. Nous avons onsidéré les deux senarii suivants, dans la liaison montante :S1 : Les ré�exions dues aux trajets multiples ont lieu uniquement dans le hamp lointain desantennes réeptries et engendrent de l'IES (milieu rural),S2 : Les ré�exions dues aux trajets multiples ont lieu non uniquement dans le hamp lointaindes antennes et engendrent de l'IES (milieu urbain).Pour le modèle de propagation S1, la solution est obtenue par la déomposition en termesde rang-(L,L,1) du tenseur des observations, notée BCM-(L,L,1) pour �Blok ComponentModel with rank-(L,L,1) terms� [36�38℄. Dans e as, la ontribution de haque utilisateurest aratérisée par 2 matries de rang L ainsi que par un veteur, où L est la longueur dela Réponse Impulsionnelle (R.I.) du anal équivalent disret en nombre de périodes symboles.La première matrie représente la onvolution du ode CDMA par la R.I. du anal séletifen fréquene (diversité de ode ou de sur-éhantillonnage). La seonde matrie représente lessymboles transmis ave IES (diversité temporelle). Le veteur ollete le gain des antennes(diversité spatiale).Pour le modèle de propagation S2, la solution est obtenue par la déomposition en termesde rang-(L,P,.), notée BCM-(L,P,.) pour �Blok Component Model with rank-(L,P,.)terms� [31,32℄. Dans e as, la ontribution de haque utilisateur est aratérisée par 2 matriesde rangs respetifs L et P, et par un tenseur. L a la même signi�ation que dans le modèlepréédent. La matrie de rang L ontient les symboles transmis ave IES. P est le nombre detrajets disrets vus par les antennes, haun ave son propre angle d'inidene sur le réseaud'antennes. La matrie de rang P ontient la réponse des antennes selon l'angle d'arrivée des Ptrajets. En�n, le tenseur représente le anal global séletif en fréquene.Notons que es nouveaux outils mathématiques dépassent de loin le ontexte appliatif exposédans ette thèse, à savoir le traitement du signal pour les téléommuniations. En e�et, dans lamesure où le hamp appliatif de la déomposition PARAFAC s'est onsidérablement élargi de-puis 1970 (himiométrie, imagerie spetrale, représentation de séquenes vidéo, reonnaissanede visages, traitement de données multivariées, et), les outils que nous proposons ouvrent denouvelles perspetives de reherhe dans es domaines.1.4.2 De nouveaux algorithmesDans le as de la déomposition PARAFAC, la oneption d'algorithmes de alul robustes etrapides a donné lieu à de nombreux travaux de reherhe [39�46℄. Le développement de telsalgorithmes pour le alul des nouvelles déompositions tensorielles s'insrit don naturellementdans notre démarhe.Nous avons d'abord développé un algorithme des moindres arrés alternés (ALS pour �Alter-



1.4. Prinipaux objetifs et résultats 7nating Least Squares�) pour le alul de la déomposition du BCM. Cependant, et algorithmeprésente les mêmes inonvénients que son équivalent pour PARAFAC : sensibilité aux minimaloaux et au onditionnement des données.Nous avons ensuite proposé d'insérer une étape de reherhe linéaire ave pas optimal omplexe(ELSCS pour �Enhaned Line Searh with Complex Step�) avant haque étape de l'ALS.L'algorithme résultant est nommé ALS+ELSCS. Cette tehnique est une généralisation de laméthode ELS (pour �Enhaned Line Searh�) proposée dans [40,41℄. L'étape ELSCS s'appliqueainsi aux tenseurs omplexes du modèle PARAFAC ou BCM. Cette étape est très peu oûteuseet permet d'aélérer onsidérablement la onvergene.Ensuite, nous avons adapté une méthode d'optimisation de type Gauss-Newton au alul duBCM, l'algorithme de Levenberg-Marquardt, noté LM. L'intérêt de et algorithme est saonvergene quadratique dans les itérations �nales, ainsi que sa robustesse aux données mal-onditionnées et à l'e�et near-far [31, 47℄. Il reste toutefois relativement oûteux en temps dealul pour des données de grande taille.Dans ette optique, nous avons montré qu'une étape préalable de rédution des dimensions dutenseur avant le alul de sa déomposition permet d'alléger onsidérablement le oût de alulsans perte signi�ative sur la préision �nale.En�n, pour haque modèle multilinéaire onsidéré, nous proposons une tehnique de alulbasée sur la déomposition en valeurs propres (EVD). Cette tehnique simple et non-itérativen'est utilisable que si ertaines onditions sur les dimensions du tenseur des observations sontrespetées. Si le tenseur des observations n'est entâhé d'auun bruit, i.e., la déomposition estexate, alors elle-i peut être alulée par simple EVD matriielle. Si au ontraire le tenseurinitial est bruité, ette tehnique peut être utilisée pour initialiser les algorithmes itératifsd'optimisation.
1.4.3 Une nouvelle borne d'uniitéEn�n, nous nous sommes intéressés à l'uniité des déompositions en blos. Cet aspet estprimordial ar les déompositions tensorielles se doivent d'être unique pour permettre l'identi-�abilité de toutes les ontributions présentes dans le mélange.Pour le modèle PARAFAC, il a été montré réemment [42, 43, 48℄ que la déomposition peutêtre alulée par la résolution d'un système de matries à diagonaliser onjointement. Il s'avèreque ette approhe implique une nouvelle borne sur le nombre d'utilisateurs simultanémentadmissibles dans le système, beauoup moins ontraignante que la borne de Kruskal [49℄.Dans la ontinuité de ette démarhe, nous avons montré que la déomposition du BCM-(L,L,1) peut également être alulé par diagonalisation simultanée (SD) [50℄. Outre un nouvelalgorithme, nous prouvons l'existene d'une nouvelle borne d'uniité pour e modèle, moinsontraignante que la ondition su�sante démontrée dans [34℄.



8 Introdution1.5 Plan du doumentLe doument est organisé de la manière suivante. Dans le hapitre 2, nous introduisons lesnotations et les dé�nitions d'algèbre multilinéaire qui sont utilisées dans e manusrit.Dans le hapitre 3, nous rappelons le prinipe de la déomposition PARAFAC puis nous in-troduisons les modèles en omposantes blos BCM. Nous détaillons également la tehnique dealul par EVD pour es modèles.Dans le hapitre 4, nous exposons le problème de séparation et d'égalisation aveugles de signauxCDMA d'un point de vue analytique, puis du point de vue algébrique tensoriel équivalent. Dansle as d'un anal non-séletif en fréquenes, nous rappelons que la solution est trouvée par ladéomposition PARAFAC. Dans le as d'un anal séletif en fréquenes ave ré�exions dans lehamp lointain, nous montrons que le modèle BCM-(L,L,1) est adéquat. Dans le as d'un analséletif en fréquenes ave ré�exions non uniquement dans le hamp lointain, nous montronsque le modèle BCM-(L,P,.) est adéquat.Dans le hapitre 5, nous proposons plusieurs algorithmes itératifs pour le alul des déom-positions tensorielles. L'algorithme ALS standard est d'abord développé. Puis nous montronsomment une étape de reherhe linéaire peut être insérée dans l'ALS. Nous adaptons ensuitel'algorithme de Levenberg-Marquardt au alul des déompositions blos. En�n, nous montronsomment la SVD matriielle permet de ompresser le tenseur des observations. Nous onlue-rons e hapitre par des résultats de simulations.Dans le hapitre 6, nous établissons un lien entre la déomposition du BCM-(L,L,1) et la diago-nalisation simultanée d'un système de matries. Par ette approhe, nous prouverons l'existened'une nouvelle borne d'uniité pour ette déomposition, et nous donnerons l'expression ana-lytique de ette borne.1.6 Publiations de l'auteurConférenes[1℄ D. Nion and L. De Lathauwer, � Generalized PARAFAC deompositions for blind multi-user aess in wireless ommuniations�, Wokshop on Tensor Deompositions and Appliations,Luminy, Marseille, Frane, 2005.[2℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �A Blok Fator Analysis Based Reeiver for Blind Multi-UserAess in Wireless Communiations�, in Pro. of IEEE International Conferene on Aoustis,Speeh and Signal Proessing (ICASSP), pp. 825�828, Toulouse, Frane, May 2006.[3℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �Line Searh Computation of the Blok Fator Model forBlind Multi-User Aess in Wireless Communiations�, in Pro. of IEEE Workshop on SignalProessing Advanes in Wireless Communiations (SPAWC), July 2-5, Cannes, Frane, 2006.[4℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �Levenberg-Marquardt Computation of the Blok Fator



1.6. Publiations de l'auteur 9Model for Blind Multi-User Aess in Wireless Communiations�, in Pro. of European SignalProessing Conferene (EUSIPCO), September 4-8, Florene, Italy, 2006.[5℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �A Tensor-Based Blind DS-CDMA Reeiver using Simul-taneous Matrix Diagonalization�, IEEE Workshop on Signal Proessing Advanes in WirelessCommuniations (SPAWC), June 17-20, Helsinki, Finland, 2007.[6℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �Séparation et égalisation aveugles de signaux CDMA parla déomposition en blos d'un tenseur au moyen de l'algorithme de Levenberg-Marquardt�,XXIème olloque GRETSI, Troyes, Frane, September 11-14, 2007.[7℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �Tensor-based Blind CDMA Reeivers�, Asilomar Confereneon Signals, Systems, and Computers, Nov. 4-7, 2007, Pai� Grove, CA, USA, invited paper,in preparation.Revues[1℄ L. De Lathauwer and D. Nion, �Deompositions of a Higher-Order Tensor in Blok Terms �Part III : Alternating Least Squares Algorithms�, SIAM J. Matrix Anal. Appl., 2006, aepted.[2℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �A Blok Component Model Based Blind DS-CDMA Reei-ver�, IEEE Trans. Signal Pro., 2007, seond stage of revision.[3℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �An enhaned line searh sheme for omplex-valued tensordeompositions. Appliation in DS-CDMA�, Signal Proessing, 2007, aepted.[4℄ D. Nion and L. De Lathauwer, �A simultaneous matrix diagonalization tehnique for thedeomposition of a higher-order tensor in rank-(L,L,1) terms�, SIAM J. Matrix Anal. Appl.,2007, submitted.



Chapitre 2Notations et Dé�nitions
2.1 Notations
R désigne l'ensemble des nombres réels. C désigne l'ensemble des nombres omplexes. On dési-gnera par [1 : R] l'ensemble des entiers de 1 à R.Les tenseurs seront notés par des lettres alligraphiques T , les matries par des majusulesgrasses M, les veteurs par des minusules grasses v et les salaires par des minusules enitalique s. D'autre part, la ième olonne d'une matrie M sera notée mi, le ième élément d'unveteur v sera noté vi et l'élément d'indie (i, j) d'une matrie M sera noté mij . L'ensembledes olonnes c1 à c2 de M est la matrie notée [M]:,c1:c2. L'ensemble des lignes r1 à r2 de Mest la matrie notée [M]r1:r2,:. Les majusules italiques seront utilisées pour noter le plus grandélément d'un ensemble d'entiers i ∈ [1 : I].Le produit d'Hadamard, ou produit élément par élément sera noté ∗. L'espae généré par lesolonnes d'une matrie sera noté Col(M) et elui généré par les lignes Row(M).Le onjugué d'un élément s sera noté s∗ et son module |s|. La transposée de la matrie M seranotée MT , sa onjuguée M∗, sa transposée hermitienne MH et sa pseudo-inverse M†.L'opérateur vec permet d'érire une matrie sous forme de veteur par onaténation de toutesses olonnes. Si M est une matrie de taille I × J , les éléments du veteur vec(M) sont ainsidé�nis par (vec(M))i+(j−1)I = mij . L'opérateur inverse de vec sera noté unvec.L'opérateur diag range un veteur sur la diagonale d'une matrie diagonale. De même, l'opé-rateur blockdiag range ses arguments (matries ou veteurs) dans une matrie blo-diagonale,i.e.

blockdiag(A1,A2, . . . ,AR) =











A1 0

A2 . . .
0 AR











.10



2.2. Dé�nitions 112.2 Dé�nitionsDé�nition 2.1. (Produit de Kroneker) Le produit de Kroneker, noté ⊗, de deux matries
A et B de tailles respetives I × J et K × L est une matrie de taille IK × JL dé�nie par :

A⊗B =











a11B a12B · · · a1JB

a21B a22B · · · a2JB... ... . . . ...
aI1B aI2B · · · aIJB











.Par onvention d'ériture, lorsque nous donnons les dimensions d'une matrie partitionnée,l'indie le plus à gauhe est elui qui varie le plus lentement et elui le plus à droite le plusrapidement. Ainsi, nous noterons A ⊗ B ∈ CIK×JL pour signi�er que lors de la désignationd'une ligne de A ⊗ B, l'indie i ∈ [1 : I] varie plus lentement que k ∈ [1 : K] et lors de ladésignation d'une olonne de A ⊗ B, j ∈ [1 : J ] varie plus lentement que l ∈ [1 : L]. Parextension les dimensions de B⊗A sont notées KI × LJ .Dé�nition 2.2. (Produit de Khatri-Rao) Le produit de Khatri-Rao [51℄, noté ⊙, de deuxmatries A ∈ CI×R et B ∈ CJ×R est une matrie de taille IJ × R dé�nie par :
A⊙B = (a1 ⊗ b1, a2 ⊗ b2, . . . , aJ ⊗ bJ ).Le produit de Khatri-Rao de deux matries existe si es matries ont le même nombre de o-lonnes.Dé�nition 2.3. (Produit de Kroneker par blos) Le produit de Kroneker par blos, noté

⊙R, de deux matries A ∈ CI×RM et B ∈ CJ×RN qui onsistent en la onaténation de Rmatries Ar ∈ CI×M et Br ∈ CJ×N , r ∈ [1 : R], est une matrie de taille (IJ ×RMN) dé�niepar
A⊙R B = [A1 ⊗B1 . . .AR ⊗BR].Dé�nition 2.4. (Tenseur d'ordre N) Un tenseur d'ordre N est un tableau à N dimensions,i.e. ses éléments sont désignés par N indies. Ainsi un veteur est un tenseur d'ordre 1, unematrie un tenseur d'ordre 2, un ube un tenseur d'ordre 3.Dé�nition 2.5. (Produit extérieur) Le produit extérieur (A ◦ B) d'un tenseur d'ordre Pnoté A ∈ CI1×I2×···×IP et d'un tenseur d'ordre Q noté B ∈ CJ1×J2×···×JQ est un tenseur d'ordre

P + Q dé�ni par
(A ◦ B)i1i2...iP j1j2...jQ

= ai1i2...iP bj1j2...jQ
,pour toutes les valeurs des indies. Ainsi, le produit extérieur (a ◦b ◦ c) des veteurs a ∈ C

I×1,
b ∈ CJ×1 et c ∈ CK×1, est un tenseur T ∈ CI×J×K d'ordre 3 dont les éléments sont dé�nis par
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tijk = aibjck.Dé�nition 2.6. (Tenseur de rang 1) Un tenseur T d'ordre N est de rang 1 s'il peut s'érireomme le produit extérieur de N veteurs, T = a1 ◦ a2 ◦ · · · ◦ aN .Ainsi, un tenseur d'ordre trois T ∈ CI×J×K est de rang 1 si es éléments peuvent s'érireomme tijk = aibjck, où a ∈ CI×1, b ∈ CJ×1 et c ∈ CK×1.Cette dé�nition généralise la dé�nition d'une matrie de rang 1 : M ∈ CI×J est de rang 1 si
M = a.bT .Dé�nition 2.7. (Rang d'un tenseur) Le rang d'un tenseur T est dé�ni omme le nombreminimum de tenseurs de rang 1 qui générent T par ombinaison linéaire.Dé�nition 2.8. (Produit en mode-n) Le produit en mode-1 d'un tenseur d'ordre trois T ∈
C

L×M×N par une matrie A∈ C
I×L, noté T •1 A, est un tenseur de taille (I ×M × N) dontles éléments sont dé�nis par

(T •1 A)imn =

L
∑

l=1

tlmnail.De même, le produit en mode-2 de T par une matrie B∈ C
J×M et le produit en mode-3 de Tpar une matrie C∈ C

K×N sont des tenseurs de tailles respetives (L×J ×N) et (L×M ×K)dont les éléments sont dé�nis par
(T •2 B)ljn =

M
∑

m=1

tlmnbjm,

(T •3 C)lmk =

N
∑

n=1

tlmnckn.Ave ette notation, le produit matriiel M = U · S ·VT s'érit aussi M = S •1 U •2 V.Dé�nition 2.9. (Rang de Kruskal d'une matrie) Le rang de Kruskal d'une matrie A, ouk-rang de A, noté k(A), est dé�ni omme le nombre maximum tel que tout ensemble omposéde k olonnes de A soit linéairement indépendant [49℄.Le k-rang d'une matrie est toujours inférieur ou égal à son rang.Exemple : Soit la matrie A de taille 2× 3 dé�nie par :
A =

[

3 2 1
5 4 2

]

.

A est de rang 2 mais de k-rang 1 ar ses deux dernières olonnes ne sont pas indépendantes.
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TjFig. 2.1 � Les 3 représentations matriielles d'un tenseur d'ordre 3Dé�nition 2.10. (Norme Frobenius) La norme Frobenius ‖ · ‖F d'un tenseur T ∈ CI×J×Kd'ordre trois est dé�nie par
‖T ‖F =

√

√

√

√

I
∑

i=1

J
∑

j=1

K
∑

k=1

|tijk|2.Dé�nition 2.11. (Représentation matriielle d'un tenseur d'ordre 3) Les représenta-tions matriielles d'un tenseur T ∈ CI×J×K, notées (T )IK×J = TIK×J , (T )JI×K = TJI×K et
(T )KJ×I = TKJ×I, de tailles respetives (IK × J), (JI ×K) et (KJ × I), sont dé�nies par







[TIK×J ](i−1)K+k,j = tijk
[TJI×K ](j−1)I+i,k = tijk
[TKJ×I ](k−1)J+j,i = tijk

,pour i ∈ [1 : I], j ∈ [1 : J ] et k ∈ [1 : K]. Comme illustré par la �gure 2.1, les matries
TIK×J , TJI×K et TKJ×I résultent respetivement de la onaténation en ligne des I tranhes
Ti ∈ CK×J , des J tranhes Tj ∈ CI×K et des K tranhes Tk ∈ CJ×I .Dé�nition 2.12. (Représentation vetorielle d'un tenseur d'ordre 3) Les représenta-tions vetorielles d'un tenseur T ∈ CI×J×K, notées TJKI, TKIJ et TIJK, sont dé�nies par







TJIK = vec(TIK×J)
TKJI = vec(TJI×K)
TIKJ = vec(TKJ×I)

,pour i ∈ [1 : I], j ∈ [1 : J ] et k ∈ [1 : K].Dé�nition 2.13. (Tenseur Symétrique) Un tenseur T d'ordre N est symétrique si ses élé-ments véri�ent (T )i1,i2,...,iN = (T )Π(i1,i2,...,iN ) pour toute permutation Π des indies.Dé�nition 2.14. (Tenseur Diagonal) Un tenseur T ∈ CI×I×···×I est diagonal si tous seséléments qui ne sont pas désignés par le même indie dans toutes les dimensions sont nuls.



14 Notations et Dé�nitionsDé�nition 2.15. (Rang générique) Le rang générique d'un tenseur est le rang obtenu enhoisissant ses éléments aléatoirement selon une loi ontinue.



Chapitre 3Les Déompositions Tensorielles
3.1 IntrodutionDans de nombreux domaines tels que le traitement du signal, l'analyse multivariée ou la pro-grammation sienti�que, une représentation vetorielle ou matriielle des données est ommuné-ment utilisée. Toutefois, un nombre roissant de problèmes implique la manipulation de donnéesdont les éléments sont désignés par plus de deux indies [19,29,52�58℄. Ainsi, un tenseur d'ordre
N peut être onsidéré omme un tableau à N dimensions, dont haque élément est désigné par
N indies. Les veteurs sont des tenseurs d'ordre 1, les matries sont des tenseurs d'ordre 2, eton désigne par tenseur d'ordre supérieur (�Higher-Order-Tensor�) un tenseur d'ordre au moinségal à 3. L'algèbre des tenseurs d'ordre supérieur est appelée algèbre multilinéaire.De même qu'une matrie peut être déomposée de multiples façons (SVD, EVD, QR, LU,et) [59℄, il existe plusieurs déompositions tensorielles. La déomposition de Tuker [60,61℄ etla HOSVD (pour �Higher Order Singular Value Deomposition�) [62℄ sont des généralisationspossibles pour les tenseurs d'ordre supérieur de la SVD matriielle, ave ertaines ontraintessur les omposantes. Parmi les appliations de la HOSVD et de la déomposition de Tuker,on trouve par exemple la reonnaissane de visages [55℄, le débruitage d'images et de signauxsismologiques [63℄, l'analyse en omposantes indépendantes [64℄, le �ltrage multi-dimensionnelde données multivariées [65℄, et.La déomposition PARAFAC (pour �Parallel Fator�) [30,39,56,66�68℄ ou CANDECOMP (pour�Canonial Deomposition�) [69℄ onsiste à érire un tenseur omme une somme d'un nombreminimal de tenseurs de rang 1 et en e sens, elle onstitue également une généralisation possiblede la SVD matriielle.Introduite pour la première fois en 1927 [67,68℄, puis réintroduite en 1970 [30,69℄, ette déom-position tensorielle est la plus onnue. Elle est utilisée dans de nombreuses appliations tellesque la Psyhométrie [69℄, la Phonétique [30℄, la himiométrie et l'industrie alimentaire [56,66℄,la séparation de soures et l'analyse en omposantes indépendantes [12, 20, 54, 70�72℄, les télé-ommuniations [29, 48, 57, 73, 74℄, le alul sienti�que [75, 76℄ et.Dans le domaine des téléommuniations, la déomposition PARAFAC a été utilisée pour lapremière fois en 2000 [29, 57℄. Elle est utilisée dans [29℄ pour estimer de manière aveugle lessignaux CDMA transmis simultanément par plusieurs utilisateurs vers un réseau d'antennes15



16 Les Déompositions Tensoriellesdans un anal non-séletif en fréquene. Les auteurs se sont appuyés sur l'observation que lesdiversités spatiale, temporelle et de odage onfèrent au signal reçu une struture tridimen-sionnelle suivant la déomposition PARAFAC. La déomposition PARAFAC du tenseur desobservations permet d'érire elui-i omme une somme de ontributions de rang 1, où haqueontribution aratérise un utilisateur préis. L'aspet ruial de ette tehnique est l'exploita-tion simultanée des trois diversités disponibles, e qui permet d'estimer de manière aveugle lessymboles de haque utilisateur ainsi que le anal assoié et la réponse des antennes. En outre,les onditions d'uniité de la déomposition n'imposent pas de ontrainte d'orthogonalité surles omposantes inonnues (par exemple, les odes CDMA peuvent être aléatoires) ni d'indé-pendane statistique sur les di�érentes soures. L'identi�abilité repose en fait sur une borned'uniité qui s'interprète omme une limite supérieure au nombre de ontributions que l'onpeut extraire du tenseur des observations. Dans l'appliation de [29℄, ette borne orrespondau nombre maximum d'utilisateurs qui peuvent ommuniquer simultanément dans le sytème.Cependant, omme nous l'avons mentionné dans l'introdution, si le anal de propagationest aratérisé par des trajets multiples dont l'étalement des délais provoque une InterféreneEntre Symboles (IES) à la réeption, la déomposition PARAFAC ne peut pas être utilisée.En e�et, omme nous le détaillerons dans le hapitre 4, il s'avère que dans e as le tenseurdes observations résulte d'une somme de ontributions qui ne sont pas de rang 1. Partantde e onstat, l'axe entral de nos travaux est le développement de nouvelles déompositionstensorielles généralisant la déomposition PARAFAC, a�n de prendre en ompte e sénario depropagation.Dans e hapitre, nous présentons es nouvelles déompositions d'un tenseur d'ordre 3 sous unangle mathématique. Les appliations de es déompositions seront abordées dans le hapitresuivant.Dans la setion 3.2, nous rappelons d'abord le prinipe de la déomposition PARAFAC, ainsique sa ondition d'uniité.Nous introduisons ensuite trois nouvelles déompositions qui généralisent PARAFAC : la dé-omposition en termes blos de rang-(L,L,1) en setion 3.3, la déomposition en termes blosde rang-(L,P,.) en setion 3.4 et la déomposition en termes blos de rang-(L,M,N) en setion3.5. Ces nouvelles déompositions sont respetivement notées �BCM-(L,L,1)�, �BCM-(L,P,.)� et�BCM-(L,M,N)�, où BCM signi�e �Blok Fator Model� , 'est à dire modèle en omposantesblos. Cette dénomination peut s'expliquer ainsi : les di�érentes ontributions de la déompo-sition PARAFAC sont des tenseurs de rang 1, onstruits à partir de veteurs. Par ontraste, lesontributions intervenant dans le BCM sont plus omplexes ar elles sont onstruites à partirde omposantes blos matriielles et tensorielles.En�n, dans la setion 3.6, nous montrons que le alul de es déompositions peut être e�etuépar une tehnique non-itérative simple basée sur une EVD matriielle, si ertaines onditionssur les dimensions sont véri�ées.
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Fig. 3.1 � Shéma de la déomposition PARAFAC d'un tenseur d'ordre 33.2 Déomposition PARAFAC3.2.1 PrinipeLa déomposition PARAFAC d'un tenseur Y d'ordre N de taille I1 × I2 × . . . × IN est ladéomposition de e tenseur sous forme de la somme d'un nombre minimum de tenseurs derang un :
Y =

R
∑

r=1

u(1)
r ◦ u(2)

r ◦ . . . ◦ u(N)
r , (3.1)où u

(n)
r ∈ CIn, r ∈ [1 : R], n ∈ [1 : N ].Ce nombre minimum de termes orrespond au rang du tenseur.On notera par ailleurs U(n) la matrie de taille In × R obtenue en onaténant les veteurs

u
(n)
1 ,u

(n)
2 , . . . ,u

(n)
R , n ∈ [1 : N ].Les tenseurs d'ordre 3 sont majoritairement utilisés dans la suite. La déomposition PARAFACd'un tenseur Y d'ordre 3, de taille I × J ×K et de rang R s'érit :

Y =
R
∑

r=1

hr ◦ sr ◦ ar, (3.2)où hr ∈ C
I , sr ∈ C

J , ar ∈ C
K . Un shéma de la déomposition PARAFAC d'un tenseur d'ordre3 est présenté dans la �gure 3.1.Soient H ∈ C

I×R, S ∈ C
J ×R et A ∈ C

K×R, les matries ontenant respetivement les veteurs
hr, sr et ar, r ∈ [1 : R].En termes de représentations matriielles du tenseur Y , la déomposition PARAFAC peuts'érire omme

YIK×J = (H⊙A) · ST , (3.3)
YJI×K = (S⊙H) ·AT , (3.4)
YKJ×I = (A⊙ S) ·HT . (3.5)



18 Les Déompositions TensoriellesCaluler la déomposition PARAFAC de Y onsiste à estimer les matries H, S et A, e quipeut être fait par la minimisation de la fontion de oût suivante :
φ(H,S,A) = ‖Y −

R
∑

r=1

hr ◦ sr ◦ ar‖
2
F . (3.6)Cette fontion de oût peut également s'érire sous les trois formes équivalentes







φ(H,S,A) = ‖YIK×J − (H⊙A) · ST‖2F
φ(H,S,A) = ‖YJI×K − (S⊙H) ·AT‖2F
φ(H,S,A) = ‖YKJ×I − (A⊙ S) ·HT‖2FDans le hapitre 5, nous donnerons plusieurs algorithmes itératifs permettant de aluler ladéomposition PARAFAC par minimisation de ette fontion de oût.3.2.2 UniitéEtant donné la onnaissane du tenseur des observations Y d'ordre N , le alul de sa déompo-sition PARAFAC donnée par l'équation (3.1) onsiste à estimer les matries U(n), n ∈ [1 : N ], àpartir desquelles il a été onstruit. La déomposition PARAFAC, omme toute déompositiontensorielle, se doit don d'être unique pour que son alul ait un sens. Une part importante destravaux de reherhe en algèbre multilinéaire onsiste ainsi à déterminer des onditions garantis-sant ette uniité. Avant d'énoner brièvement à quelle ondition la déomposition PARAFACest unique, les deux points suivants méritent d'être soulignés.D'une part, la déomposition d'une matrie en une somme de matries de rang 1 n'est pasunique, sauf si l'on impose ertaines ontraintes fortes sur les matries de la déomposition, parexemple une ontrainte d'orthogonalité. Au ontraire, l'uniité de la déomposition PARAFACn'impose auune ontrainte d'orthogonalité sur les matries U(n).D'autre part, la déomposition (3.1) n'est unique qu'à deux indéterminations près. En e�et(3.1) peut aussi s'érire

Y =

R
∑

r=1

(

1

α
(1)
r α

(2)
r . . . α

(N)
r

)

(α(1)
r u(1)

r ◦ α(2)
r u(2)

r ◦ · · · ◦ α(N)
r u(N)

r ). (3.7)Si ΠN
n=1α

(n)
r = 1, les veteurs α

(n)
r u

(n)
r sont don solutions au même titre que les veteurs u

(n)
r .Il s'agit de l'ambiguïté d'éhelle. De plus l'ordre des termes u

(1)
r ◦u

(2)
r ◦ · · · ◦u

(N)
r est arbitraire,il s'agit de l'ambiguïté de permutation. En résumé, les olonnes des matries U(n) peuvent êtreestimées à un fateur d'éhelle et à une permutation près. Lorsque la déomposition est uniqueà es deux indéterminations près, on dit qu'elle est essentiellement unique.Dans un artile fondamental [49℄, Kruskal énone une ondition su�sante garantissant l'uniitéde la déomposition PARAFAC. Cette ondition, est donnée par le Théorème 3.1.



3.3. Déomposition en termes blos de rang-(L,L,1) 19Théorème 3.1 : Soit un tenseur d'ordre N et de rang R, se déomposant sous la forme (3.1).Si
N
∑

n=1

k(U(n)) ≥ 2R + (N − 1), (3.8)alors ette déomposition est essentiellement unique. La partie droite de l'inéquation est onnuesous le nom de borne de Kruskal. La partie gauhe ne dépend que du k-rang des matries dedonnées.Cette ondition su�sante a d'abord été donnée à l'ordre 3 pour des tenseurs réels [49℄ puis plustard à l'ordre 3 pour des tenseurs omplexes [29℄ et à tout ordre pour des tenseurs omplexes [77℄.La preuve a ensuite été reformulée en termes d'algèbre linéaire de base [78℄.Si le tenseur Y est d'ordre 3, omme dans l'équation (3.2), la ondition d'uniité (3.8) s'érit :
k(H) + k(S) + k(A) ≥ 2(R + 1). (3.9)Si H, S et A sont de rang plein (et don de k-rang plein), alors (3.9) se réduit génériquement à

min(I, R) + min(J, R) + min(K, R) ≥ 2R + 2. (3.10)Réemment, une nouvelle borne d'uniité a été trouvée [43,48℄. Cette borne générique est don-née par le Théorème 3.2.Théorème 3.2 : La déomposition PARAFAC est essentiellement unique, au sens générique,si :
R ≤ min(IK, J) et R(R− 1) ≤

1

2
I(I − 1)K(K − 1). (3.11)Notons que e théorème s'applique si le tenseur a une dimension �longue� (on doit avoir ii J ≥

R), les r�les de I, J et K étant interhangeables. Si la ondition R ≤ min(IK, J) est respetée,ette nouvelle borne est beauoup moins ontraignante que la borne de Kruskal ar le nombre Rde ontributions pouvant être extraites du tenseur des observations est substantiellement plusélevé. La borne du Théorème 3.2 a été trouvée en reformulant le problème de la déompositionPARAFAC en terme d'un système de matries à diagonaliser onjointement. Nous reviendronssur et aspet plus en détail dans le hapitre 6.3.3 Déomposition en termes blos de rang-(L,L,1)3.3.1 PrinipeLa déomposition en termes blos de rang-(L,L,1) d'un tenseur d'ordre trois Y ∈ CI×J×K, notéeBCM-(L,L,1) pour �Blok Component Model with rank-(L,L,1) terms�, est dé�nie par
Y =

R
∑

r=1

(Hr · S
T
r ) ◦ ar, (3.12)
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Fig. 3.2 � Shéma du BCM-(L,L,1)ou de manière équivalente
Y =

R
∑

r=1

Hr •2 Sr •3 ar, (3.13)où les matries Hr ∈ CI×L et Sr ∈ CJ×L sont de rang L et ar est un veteur de taille K × 1.Cette déomposition a été introduite dans le ontexte des téléommuniations [36�38, 79℄ etle formalisme mathématique a été plus amplement détaillé dans [33�35℄. Un shéma de ladéomposition d'un tenseur d'ordre 3 en termes de rang-(L,L,1) est présenté sur la �gure 3.2.Dé�nissons les matries partitionnées H = [H1 . . .HR] de taille (I × LR), S = [S1 . . .SR] detaille (J ×LR) et A = [a1 . . .aR] de taille (K ×R). En termes des représentations matriiellesde Y , le BCM-(L,L,1) peut s'érire omme
YIK×J = (H⊙R A) · ST , (3.14)

YJI×K = [vec(H1 · ST
1 ) . . . vec(HR · ST

R)] ·AT , (3.15)
YKJ×I = (A⊙R S) ·HT . (3.16)Caluler la déomposition en termes de rang-(L,L,1) de Y onsiste à estimer les matries H, Set A, e qui peut être fait par la minimisation de la fontion de oût suivante :

φ(H,S,A) = ‖Y −
R
∑

r=1

(Hr · S
T
r ) ◦ ar‖

2
F . (3.17)Cette fontion de oût peut s'érire de manière équivalente







φ(H,S,A) = ‖YIK×J − (H⊙R A) · ST‖2F
φ(H,S,A) = ‖YJI×K − [vec(H1 · ST

1 ) . . . vec(HR · ST
R)] ·AT‖2F

φ(H,S,A) = ‖YKJ×I − (A⊙R S) ·HT‖2F

.Dans le hapitre 5, nous donnerons plusieurs algorithmes itératifs permettant de minimiserette fontion de oût.



3.3. Déomposition en termes blos de rang-(L,L,1) 213.3.2 UniitéDe même que la déomposition PARAFAC est unique à une ambiguïté d'éhelle et de permu-tation, la déomposition du BCM-(L,L,1) est unique à deux indéterminations près.D'une part, on peut permuter de manière arbitraire les R termes de rang-(L,L,1) dans l'équation(3.13). D'autre part, (3.13) peut aussi s'érire
Y =

R
∑

r=1

(α−1
r Hr · F

−1
r ) •2 (Sr · F

T
r ) •3 (αrar), (3.18)si bien que les matries α−1

r Hr · F−1
r et Sr · Fr , où Fr ∈ CL×L est une matrie inversible,ainsi que les veteurs αrar, sont solutions au même titre que Hr, Sr et ar, r ∈ [1 : R]. Sila déomposition du BCM-(L,L,1) est unique à es 2 indéterminations près, on dit qu'elle estessentiellement unique.Comme pour le modèle PARAFAC, on entend par essentiellement unique l'idée que haqueontribution Yr = Hr •2 Sr •3 ar est déterminée de manière unique, 'est à dire que les seulesindéterminations existantes sont on�nées à haun des R blos. En d'autres termes, la matrie

A est déterminée à une matrie diagonale permutée près, tandis que les matries H et S sontdéterminées à une matrie blo-diagonale �blo-permutée� près, i.e., seule la permutation del'indie r est autorisée.Le Théorème 3.3, démontré dans [34℄, énone une ondition su�sante garantissant l'uniité dela déomposition du BCM-(L,L,1).Théorème 3.3 : La déomposition d'un tenseur d'ordre 3 en termes de rang-(L,L,1) est es-sentiellement unique, au sens générique, si l'une de es 4 onditions est véri�ée [34℄ :(i) min(I, J) ≥ LR et A n'a pas de olonnes proportionnelles.(ii) K ≥ R et min(
⌊

I
L

⌋

, R) + min(
⌊

J
L

⌋

, R) ≥ R + 2.(iii) I ≥ LR et min(
⌊

J
L

⌋

, R) + min(K, R) ≥ R + 2ou J ≥ LR et min(
⌊

I
L

⌋

, R) + min(K, R) ≥ R + 2.(iv) IJ ≥ LR et min(
⌊

I
L

⌋

, R) + min(
⌊

J
L

⌋

, R) + min(K, R) ≥ 2R + 2.De même que la borne de Kruskal a pu être assouplie pour le modèle PARAFAC, nous avonsréemment montré [50℄ que la ondition d'uniité du Théorème 3.3 peut également être assou-plie, à ondition que R ≤ min(IJ, K). Cette nouvelle borne est donnée par le Théorème 3.4.La démarhe qui a permis d'aboutir à ette nouvelle borne est la reformulation du alul de ladéompositition du BCM-(L,L,1) en terme d'un système de matries à diagonaliser simultané-ment. Cet aspet onstitue l'objet du hapitre 6.Théorème 3.4 : La déomposition d'un tenseur d'ordre trois en R termes de rang-(L,L,1) estessentiellement unique, au sens générique, si
R ≤ min(IJ, K) et CL+1

I .CL+1
J ≥ CL+1

R+L − R. (3.19)
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Fig. 3.3 � Shéma du BCM-(L,P,.)Notons que la ondition R ≤ min(IJ, K) de e théorème implique que la �longue� dimensionest portée par les termes de rang 1. Ce théorème a été prouvé (f Annexe) pour L = 2 tandisqu'il s'agit enore d'une onjeture pour L > 2.3.4 Déomposition en termes blos de rang-(L,P,.)3.4.1 PrinipeLa déomposition en termes blos de rang-(L,P,.) d'un tenseur Y ∈ CI×J×K , notée BCM-(L,P,.)pour �Blok Component Model with rank-(L,P,.) terms�, est dé�nie par
Y =

R
∑

r=1

Hr •2 Sr •3 Ar, (3.20)où les tenseurs Hr sont de taille (I × L × P ) et les matries Sr ∈ C
J×L et Ar ∈ C

K×P sontrespetivement de rang L et P , r ∈ [1 : R].Cette déomposition a été introduite dans le ontexte des téléommuniations [31, 32℄ et leformalisme mathématique a été plus amplement détaillé dans [33�35℄. Un shéma de la déom-position d'un tenseur d'ordre 3 en termes de rang-(L,P,.) est présenté sur la �gure 3.3.Dé�nissons les matries partitionnées A = [A1 . . .AR] de taille (K ×RP ) et S = [S1 . . .SR] detaille (J × RL). En termes des représentations matriielles de Y , le BCM-(L,P,.) peut s'érireomme
YIK×J = [(H1 •3 A1)IK×L . . . (HR •3 AR)IK×L] · ST , (3.21)
YJI×K = [(H1 •2 S1)JI×P . . . (HR •2 SR)JI×P ] ·AT , (3.22)

YKJ×I = (A⊙R S) ·







(H1)PL×I...
(HR)PL×I






. (3.23)



3.4. Déomposition en termes blos de rang-(L,P,.) 23Dans l'équation 3.23, notons HT la matrie 


(H1)PL×I...
(HR)PL×I






de taille RLP × I. Caluler ladéomposition en termes de rang-(L,P,.) de Y onsiste à estimer les matries S ∈ CJ×RL,

A ∈ CK×RP et H ∈ CI×RLP , e qui peut être fait par la minimisation de la fontion de oûtsuivante :
φ(H,S,A) = ‖Y −

R
∑

r=1

Hr •2 Sr •3 Ar‖
2
F . (3.24)Cette fontion de oût peut s'érire de manière équivalente







φ(H,S,A) = ‖YIK×J − [(H1 •3 A1)IK×L . . . (HR •3 AR)IK×L] · ST‖2F
φ(H,S,A) = ‖YJI×K − [(H1 •2 S1)JI×P . . . (HR •2 SR)JI×P ] ·AT‖2F
φ(H,S,A) = ‖YKJ×I − (A⊙R S) ·HT‖2F

.Dans le hapitre 5, nous donnerons plusieurs algorithmes itératifs permettant de minimiserette fontion de oût.3.4.2 UniitéDans la dé�nition (3.20) du BCM-(L,P,.), on peut permuter arbitrairement les termes de lasomme, e qui onstitue l'ambiguïté de permutation. De plus (3.20) peut aussi s'érire
Y =

R
∑

r=1

(Hr •2 F−1
r •3 G−1

r ) •2 (Sr · Fr) •3 (Ar ·Gr),où les matries d'indétermination Gr ∈ CP×P et Fr ∈ CL×L sont non-singulières. Ainsi, lesmatries Ar ·Gr, Sr · Fr et les tenseurs Hr •2 F−1
r •3 G−1

r , r ∈ [1 : R], sont solutions au mêmetitre que Ar, Sr et Hr, Lorsque la déomposition de Y en termes de rang-(L,P,.) est unique àes 2 indéterminations près, on dit qu'elle est essentiellement unique.Comme pour le modèle PARAFAC, on entend par essentiellement unique l'idée que haqueontribution Yr = Hr •2 Sr •3 Ar est déterminée de manière unique, 'est à dire que les seulesindéterminations existantes sont on�nées au sein de haun des R blos. En d'autres termes,les matries A et S sont déterminées à une matrie blo-diagonale �blo-permutée� près, i.e.,seule la permutation de l'indie r est autorisée.Le théorème suivant a été prouvé dans [34℄.Théorème 3.5 : Si rank(A) = RP , rank(S) = RL, I ≥ 3 et que les tenseurs Hr, r ∈ [1 : R],sont génériques, alors la déomposition en termes de rang-(L,P,.) est essentiellement unique.Dans les as où la ondition sur les rangs de A et S ne sont pas véri�ées, la déomposition estnéanmoins essentiellement unique, au sens générique, si I > L + P − 2 et si
min

(⌊

J

L

⌋

, R

)

+ min

(⌊

K

P

⌋

, R

)

+ min

(⌊

I

max(L, P )

⌋

, R

)

≥ 2R + 2. (3.25)
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Fig. 3.4 � Shéma du BCM-(L,M,N)3.5 Déomposition en termes blos de rang-(L,M,N)3.5.1 PrinipeLa déomposition en termes blos de rang-(L,M,N) d'un tenseur Y ∈ CI×J×K , notée BCM-(L,M,N) pour �Blok Component Model with rank-(L,M,N) terms�, est dé�nie par
Y =

R
∑

r=1

Dr •1 Hr •2 Sr •3 Ar, (3.26)où les tenseurs Dr ∈ CL×N×N sont de rang-(L,M,N) plein, et où les matries Hr ∈ CI×L,
Sr ∈ CJ×M et Ar ∈ CK×N , r ∈ [1 : R], sont respetivement de rang L, M et N .Cette déomposition a été introduite dans [33�35℄, où le formalisme mathématique y est détaillé.Un shéma de la déomposition d'un tenseur d'ordre 3 en termes de rang-(L,M,N) est présentédans la �gure 3.4.Dé�nissons les matries partitionnées H = [H1 . . .HR] de taille (I × RL), S = [S1 . . .SR]de taille (J × RM) et A = [A1 . . .AR] de taille (K × RN) . En termes des représentationsmatriielles de Y , le BCM-(L,M,N) peut s'érire omme

YIK×J = (H⊙R A) · blockdiag ((D1)LN×M , . . . , (DR)LN×M) · ST , (3.27)
YJI×K = (S⊙R H) · blockdiag ((D1)ML×N , . . . , (DR)ML×N) ·AT , (3.28)
YKJ×I = (A⊙R S) · blockdiag ((D1)NM×L, . . . , (DR)NM×L) ·HT . (3.29)En terme de la représentation vetorielle YIJK de Y , on a

YIJK = (H1 ⊗ S1 ⊗A1, . . . ,HR ⊗ SR ⊗AR) ·







(D1)LMN...
(DR)LMN






. (3.30)



3.6. Calul par EVD - Initialisation 25Caluler la déomposition en termes de rang-(L,M,N) de Y onsiste à estimer les matries
H ∈ CI×RL, S ∈ CJ×RM et A ∈ CJ×RM ainsi que les tenseurs Dr, r ∈ [1 : R], e qui peut êtrefait par la minimisation de la fontion de oût suivante :

φ(H,S,A) = ‖Y −
R
∑

r=1

Dr •1 Hr •2 Sr •3 Ar‖
2
F . (3.31)3.5.2 UniitéDans la dé�nition (3.26) du BCM-(L,M,N), on peut permuter arbitrairement les termes de lasomme, e qui onstitue l'ambiguïté de permutation. De plus (3.26) peut aussi s'érire

Y =

R
∑

r=1

(Dr •1 U−1
r •2 V−1

r •3 W−1
r ) •1 (Hr ·Ur) •2 (Sr ·Vr) •3 (Ar ·Wr),si bien que les matries Hr · Ur, Sr · Vr, Ar ·Wr et les tenseurs Dr •1 U−1

r •2 V−1
r •3 W−1

r ,
r ∈ [1 : R], sont solutions au même titre que Hr, Sr, Ar et Dr. Lorsque la déompositionde Y en termes de rang-(L,M,N) est unique à es 2 indéterminations près, on dit qu'elle estessentiellement unique. Le théorème suivant a été prouvé dans [34℄, setion 5.1.Théorème 3.6 : La déomposition de Y en termes de rang-(L,M,N) est essentiellement unique,au sens générique, si l'une des onditions suivantes est véri�ée :(i) L = M et I ≥ LR et J ≥ MR et N ≥ 3 et Cr est de rang N , r ∈ [1 : R].(ii)I ≥ LR et N > L + M − 2 et min(

⌊

J
M

⌋

, R) + min(
⌊

K
N

⌋

, R) ≥ R + 2ou J ≥MR et N > L + M − 2 et min(
⌊

I
L

⌋

, R) + min(
⌊

K
N

⌋

, R) ≥ R + 2.(iii) N > L + M − 2 et min(
⌊

I
L

⌋

, R) + min(
⌊

J
M

⌋

, R) + min(
⌊

K
N

⌋

, R) ≥ 2R + 2.3.6 Calul par EVD - InitialisationDans ette setion nous montrons que sous ertaines ontraintes sur les dimensions et si lemodèle est exat (absene de bruit additif), il est possible de aluler les matries des données(aux indéterminations près du modèle onsidéré) par une déomposition en valeurs propres(EVD). Si les ontraintes sur les dimensions sont véri�ées mais que le tenseur des observationsest bruité, les matries estimées par ette tehnique peuvent être utilisées pour initialiser lesalgorithmes itératifs tels que eux que nous proposons dans le hapitre 5. La tehnique parEVD a déjà été proposée pour le modèle PARAFAC et nous la généralisons aux modèles blos.3.6.1 EVD-PARAFACLe alul de la déomposition PARAFAC par EVD a été notamment proposé dans [45℄. Cetteméthode n'est possible que si 2 des dimensions de Y sont supérieures à son rang R. Supposonspar exemple que R ≤ min(I, J).



26 Les Déompositions TensoriellesPour k = 1, . . . , K, les K tranhes matriielles (I × J) frontales [Y ]:,:,k de Y peuvent s'érire :


















Y1 = HD1S
T ,

Y2 = HD2S
T ,... ... ...

YK = HDKST ,

(3.32)où Dk est une matrie diagonale de tailleR×R qui ontient la kème ligne de A sur sa diagonale :
Dk = diag([A]k,:).Si le modèle PARAFAC est exat, alors 2 équations de (3.32) sont su�santes pour trouver lesmatries inonnues, à ondition que les hypothèses suivantes soient véri�ées :(i) R ≤ min(I, J), e qui implique que le rang générique de H ∈ CI×R, S ∈ CJ×R et de Yk est
R.(ii) Il existe au moins 2 indies k1 et k2 telles que Dk1

et Dk2
soient non-singulières, i.e., leslignes k1 et k2 de A ne ontiennent que des salaires non nuls.(iii) A ne ontient pas de olonnes olinéaires.Considérons la k ième équation de (3.32). L'inverse de Moore-Penrose (ou pseudo-inverse) de

Yk peut s'érire omme
(Yk)

† =
(

ST
)†

(Dk)
†
H†.Les opérateurs ·T et ·† peuvent ommuter don (ST

)†
=
(

S†
)T et puisque S est de rang R, lamatrie (SHS) est non singulière. La pseudo-inverse à droite de ST s'érit don

(

ST
)†

=
(

S†
)T

=
(

(

SHS
)−1

SH
)T

= S∗
(

STS∗
)−1

.Considérons maintenant deux tranhes Yk1 et Yk2 de Y . La ombinaison des 2 équationsorrespondantes de (3.32) mène à :
Yk1

(Yk2
)† =

(

HDk1
ST
)

(

S∗
(

STS∗
)−1

D−1
k2

H†
)

= H(Dk1
D−1

k2
)H†.

(3.33)Puisque A ne ontient pas de olonnes olinéaires, les éléments de Dk1D
−1
k2 sont mutuellementdi�érents. Ainsi, H peut être estimée (aux indéterminations près) omme les R veteurs propresassoiés aux valeurs propres non nulles de la matrie Yk1(Yk2)

† de taille I × I et de rang R.Une fois H onnue, on peut trouver S en hoisissant une équation de (3.32) :
S = YT

k (HT )†,où la matrie Dk a été ignorée ar elle est diagonale et peut don s'interpréter omme l'indé-termination portant sur H.En�n, on peut trouver A

A = (YJI×K)T
(

(S⊙H)T
)†

. (3.34)



3.6. Calul par EVD - Initialisation 27D'un point de vue numérique, il est préférable de prendre en ompte toutes les tranhes dans(3.32) au lieu de 2 d'entre elles uniquement. Par exemple, si le modèle PARAFAC n'est qu'ap-proximativement satisfait, à ause de la présene de bruit résiduel, il est lairement préférabled'exploiter toutes les informations disponibles. C'est l'approhe proposée dans [44℄. Ainsi, onpeut onstruire le système suivant à partir de (3.32)


















Y2(Y1)
† = H(D2D

−1
1 )H†

Y3(Y1)
† = H(D3D

−1
1 )H†... ... ...

YK(Y1)
† = H(DKD−1

1 )H†

.Pour estimer H, il faut ensuite résoudre e système de matries à diagonaliser onjointement.Voyons maintenant omment la tehnique par EVD peut être adaptée aux déompositions plusgénérales.3.6.2 EVD-BCM(L,L,1)Considérons la déomposition en termes blos de rang-(L,L,1) d'un tenseur Y ∈ CI×J×K :
Y =

∑R
r=1(Hr · ST

r ) ◦ ar, où les matries Hr ∈ CI×L et Sr ∈ CJ×L sont de rang L, r ∈ [1 : R].Nous rappelons que les matries résultant de la onaténation des Hr, des Sr et des ar sontrespetivement notées H ∈ CI×RL, S ∈ CJ×RL et A ∈ CK×R.La tehnique que nous proposons requiert les hypothèses suivantes :(i) RL ≤ min(I, J)(ii) les matries H ∈ CI×RL et S ∈ CJ×RL sont de rang RL.(iii) A ne ontient pas de olonnes olinéaires.Pour k = 1 . . .K, haque tranhe [Y ]:,:,k de taille I × J du tenseur Y , notée Yk peut s'érire


















Y1 = H ·D1 · ST

Y2 = H ·D2 · ST... ... ...
YK = H ·DK · ST

, (3.35)où les matries Dk ∈ CRL×RL sont dé�nies par Dk = diag([A]k,:)⊗ IL.Considérons les tranhes Yk1 et Yk2 de Y . La ombinaison des équations k1 et k2 de (3.35)mène à :
Yk1

(Yk2
)† = H(Dk1

D−1
k2

)H†, (3.36)où Dk1D
−1
k2 = diag (([A]k1,:)./([A]k2,:))⊗ IL, et où ./ désigne la division élément par élément dedeux veteurs. Supposons que le veteur ([A]k1,:)./([A]k2,:) ontient R valeurs distintes. L'EVDde la matrie Yk1

(Yk2
)† ∈ CI×I exhibe ainsi un ensemble de RL valeurs propres onstitué de

R sous-ensembles ontenant haun L valeurs propres identiques. Chaque matrie Hr ∈ CI×L,
r ∈ [1 : R], peut don être estimée, à une multipliation près par une matrie non-singulière
Fr aratérisant l'indétermination du modèle, omme l'ensemble de L veteurs propres de
Yk1

(Yk2
)† assoiés à la même valeur propre. Une fois H trouvée, on peut estimer S par S =

YT
k · (H

T )†, puis on peut estimer A par A = (YJI×K)T ·
(

[vec(H1 · ST
1 ) . . . vec(HR · ST

R)]T
)†.



28 Les Déompositions Tensorielles3.6.3 EVD-BCM(L,P,.)Considérons la déomposition en omposantes blos de rang-(L,P,.) : Y =
∑R

r=1Hr •2 Sr •3 Ar,où les tenseurs Hr sont de taille (I × L × P ) et les matries Sr ∈ CJ×L et Ar ∈ CK×P sontrespetivement de rang L et P , r ∈ [1 : R].Pour i = 1 . . . I, haque tranhe [Y ]i,:,: de taille K × J du tenseur Y , notée Yi peut s'érire


















Y1 = A ·H1 · ST

Y2 = A ·H2 · ST... ... ...
YI = A ·HI · ST

, (3.37)où pour un indie i donné, Hi est une matrie blo-diagonale de taille RP ×RL, onstruite enplaçant les R matries Hri = Hr(i, :, :) sur la diagonale :
J

L

L

L
=

J

K

P P

P

K

PSfrag replaements
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La tehnique que nous proposons requiert les hypothèses suivantes :(i) Nous supposons que L = P et que RL ≤ min(J, K), i.e. les matries A = [A1 . . .AR] et
S = [S1 . . .SR] respetivement de taille K ×RL et J × RL sont génériquement de rang RL.(ii) Pour i = 1 . . . I nous supposons que les matries Hi sont non singulières.Deux étapes sont ensuites néessaires. Dans un premier temps, nous utilisons la onnaissane dela valeur des paramètres R et L = P pour e�etuer une rédution des dimensions du tenseur Y .Cette tehnique utilise la SVD matriielle et nous y reviendrons plus en détail dans la setion5.5. Dans un seond temps, nous montrons omment l'EVD permet d'estimer les matriesinonnues.3.6.3.1 Rédution de dimensionsSi RL < min(J, K), et que les valeurs de R et L = P sont onnues, nous pouvons réduire
Y ∈ CI×J×K à ¯̄Y ∈ CI×RL×RL, où

Y = ¯̄Y •2 W2 •3 W3,et où les matries W2 et W3 sont respetivement de taille J × RL et K × RL. Le tenseur ¯̄Yest une version ompressée selon deux modes du tenseur Y .Pour trouver la matrie W2, partons de la représentation matriielle suivante de Y :
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YIK×J = [(H1 •3 A1)IK×L . . . (HR •3 AR)IK×L] · ST . (3.38)

S est de rang RL don il existe une fatorisation de S telle que S = W2 · S̄, où S̄ ∈ CRL×RL et
W2 ∈ CJ×RL. La SVD de la matrie YIK×J , de rang RL, peut s'érire YIK×J = U ·D ·VH, où
U ·D est de taille IK×RL et VH de taille RL×J . Soit la matrie Ȳ = U ·D et Ȳ ∈ CI×RL×Ksa représentation tensorielle. Si on hoisit W2 = V∗, alors la matrie S̄ véri�e

Y =

(

R
∑

r=1

(Hr •2 S̄r •3 Ar)

)

•2 W2

= Ȳ •2 W2.De même, pour trouver W3, partons de la représentation matriielle suivante de Ȳ :
ȲRLI×K = [(H1 •2 S̄1)RLI×L . . . (HR •2 S̄R)RLI×L] ·AT . (3.39)

A est de rang RL don il existe une fatorisation de A telle que A = W3 ·Ā, où Ā ∈ CRL×RL et
W3 ∈ C

K×RL. La SVD de la matrie ȲRLI×K , de rang RL, peut s'érire ȲRLI×K = U ·D ·VH,où U · D est de taille RLI × RL et VH de taille RL × K. Soit la matrie ¯̄Y = U · D et
¯̄Y ∈ CI×RL×RL sa représentation tensorielle. Si on hoisit W3 = V∗, alors la matrie Ā véri�e

Ȳ =

(

R
∑

r=1

(Hr •2 S̄r •3 Ār)

)

•3 W3

= ¯̄Y •3 W3.Ainsi, le tenseur des observations Y peut s'érire
Y =

(

R
∑

r=1

(Hr •2 S̄r •3 Ār)

)

•2 W2 •3 W3

= ¯̄Y •2 W2 •3 W3. (3.40)La �gure 5.4 représente Y shématiquement.Remarque : Les deux étapes de rédution des dimensions ne néessitent pas L = P . Cette der-nière ontrainte a été imposée pour pouvoir e�etuer une analyse basée sur l'EVD en exploitantla struture du tenseur ¯̄Y, e qui onstitue la seonde étape de la tehnique proposée, expliitéei-après.Il s'agit maintenant de trouver les tenseurs Hr ∈ CI×L×L, les matries S̄r ∈ CRL×L et Ār ∈
CRL×L à partir de la déomposition de ¯̄Y en termes de rang-(L,L,.).3.6.3.2 Déomposition en valeurs propresDe même que pour l'équation (3.37), pour i = 1 . . . I, haque tranhe ¯̄Yi =

[

¯̄Y
]

i,:,:
de taille

RL× RL du tenseur ¯̄Y , peut s'érire
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Fig. 3.5 � Représentation de Y après rédution des dimensions


















¯̄Y1 = Ā ·H1 · S̄
T

¯̄Y2 = Ā ·H2 · S̄T... ... ...
¯̄YI = Ā ·HI · S̄T

. (3.41)Nous herhons d'abord une estimation de Ā. Les I équations de (3.41) peuvent être ombinéesainsi :






























¯̄Y1

(

¯̄Y2

)−1

= Ā ·
(

H1 ·H
−1
2

)

· Ā−1

¯̄Y1

(

¯̄Y3

)−1

= Ā ·
(

H1 ·H
−1
3

)

· Ā−1... ... ...
¯̄Y1

(

¯̄YI

)−1

= Ā ·
(

H1 ·H
−1
I

)

· Ā−1

. (3.42)Considérons 2 équations du système 3.42 :
{

Z12 = Ā ·Q12 · Ā−1

Z13 = Ā ·Q13 · Ā−1 , (3.43)où Z12 = ¯̄Y1

(

¯̄Y2

)−1 et Z13 = ¯̄Y1

(

¯̄Y3

)−1 sont de taille RL × RL et Q12 =
(

H1 ·H
−1
2

) et
Q13 =

(

H1 ·H
−1
3

) sont des matries blo-diagonales non-singulières de taille RL × RL, dont



3.6. Calul par EVD - Initialisation 31les blos sont de taille L× L.L' EVD de Q12 et de Q13 peut s'érire
{

Q12 = P12 ·Σ12 ·P
−1
12

Q13 = P13 ·Σ13 ·P
−1
13

, (3.44)où P12 ∈ CRL×RL ontient les RL veteurs propres de Q12 et où Σ12 ∈ CRL×RL est une matriediagonale ontenant les valeurs propres de Q12. De même pour P13 et Σ13.Puisque Q12 et Q13 sont blo-diagonales et que Σ12 et Σ13 sont diagonales, alors P12 et P13sont blo-diagonales. Cette struture implique que haque sous-ensemble de L valeurs propresassoiées de Q12 (resp. Q13) peut être déterminé par l'EVD du blo orrespondant de taille
L× L de Q12 (resp. Q13). Par exemple, [Q12]1:L,1:L = [P12]1:L,1:L · [Σ12]1:L,1:L · [P

−1
12 ]1:L,1:L.Considérons maintenant l'EVD de Z12 et Z13 :

{

Z12 = E12 ·D12 · E
−1
12

Z13 = E13 ·D13 · E
−1
13

, (3.45)où les matries diagonales D12 et D13 ontiennent respetivement les valeurs propres de Z12 et
Z13.Par substitution de (3.44) et (3.45) dans (3.43), la matrie Ā est solution de

{

E12 ·D12 ·E
−1
12 = Ā ·P12 ·Σ12 ·P

−1
12 · Ā

−1

E13 ·D13 ·E
−1
13 = Ā ·P13 ·Σ13 ·P

−1
13 · Ā

−1 . (3.46)D'après (3.43), Z12 et Z13 ont respetivement les mêmes valeurs propres que Q12 et Q13. Ainsi,
D12 et D13 sont liées à Σ12 et Σ13 par

{

D12 = Π12 ·Σ12 ·Π
−1
12

D13 = Π13 ·Σ13 ·Π
−1
13

,où Π12 et Π13 sont des matries de permutation a priori inonnues. L'équation (3.46) s'éritdon
{

E12 ·Π12 ·Σ12 ·Π
−1
12 · E

−1
12 = Ā ·P12 ·Σ12 ·P

−1
12 · Ā

−1

E13 ·Π13 ·Σ13 ·Π
−1
13 · E

−1
13 = Ā ·P13 ·Σ13 ·P

−1
13 · Ā

−1 .Ainsi Ā est solution du système suivant
{

E12 ·Π12 = Ā ·P12

E13 ·Π13 = Ā ·P13
. (3.47)Chaque sous-matrie Ār ∈ CRL×L de Ā résulte don de ombinaisons linéaires d'un ensemblede L veteurs de E12. La matrie Π12 permet d'assoier es veteurs L par L et la matrieblo-diagonale P−1

12 ontient les oe�ients des ombinaisons linéaires. Rappelons ependantqu'étant donné les indéterminations propres au modèle, la matrie Ā n'est déterminée qu'àune matrie blo-diagonale près, i.e. les degrés de liberté du modèle permettent de multiplierhaque matrie Ār par une matrie non-singulière Fr, pourvu que F−1
r soit inorporée dans
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Hr. Il n'est don pas néessaire de trouver P12 et P13 pour estimer Ā à ette indéterminationprès. Une estimation de ette matrie peut don s'érire Ā = E12 · Π12, ou Ā = E13 · Π13.Le problème se résume don à trouver les matries de permutation Π12 et/ou Π13 permettantd'ordonner les olonnes de E12 et/ou E13.En ombinant les 2 équations de (3.47), on obtient

E−1
12 · E13 = Π12 ·

(

P−1
12 ·P13

)

·Π−1
13 .Puisque la matrie (P−1

12 ·P13

) est blo-diagonale, la position des éléments non nuls de E−1
12 ·E13exhibe diretement la position des �1� dans les deux matries de permutation, e qui permet detrouver Ā. D'après 3.41, S̄ peut être trouvée par S̄ = ¯̄YT

i ·
(

ĀT
)†. On trouve alors A = W3 · Āet S = W2 · S̄. En�n, les tenseurs Hr, r = 1 . . . R, peuvent être estimés par 



(H1)PL×I...
(HR)PL×I






=

(A⊙R S)† ·YKJ×I.3.7 ConlusionDans e hapitre, nous avons introduit de nouvelles déompositions tensorielles. Ces nouveauxoutils mathématiques généralisent la déomposition PARAFAC et en e sens, elles o�rent unemeilleure apaité de modélisation pour des données tridimensionnelles. Elles permettent ene�et d'extraire du tenseur des observations des ontributions blos qui sont plus omplexes quede simples ontributions de rang 1.Un aspet fondamental lors du alul d'une déomposition tensorielle est l'uniité de ettedéomposition, a�n de garantir l'identi�abilité de haque ontribution présente dans le mélange.Pour le modèle PARAFAC, des résultats réents ont montré que la borne su�sante de Kruskalpeut être dépassée. Dans e hapitre, nous avons donné (Théorème 3.4) une nouvelle borned'uniité pour le modèle BCM-(L,L,1). Ce résultat a été établi en reformulant la déompositionen termes de rang-(L,L,1) en un système de matries à diagonaliser simultanément, ommenous le montrerons dans le hapitre 6.Lorsque ertaines ontraintes sur les dimensions sont respetées, les nouvelles déompositionsintroduites peuvent être alulées de manière non itérative par simple EVD matriielle. Lesontraintes sur les dimensions des inonnues pour pouvoir utiliser l'EVD sont synthétisées dansle tableau 3.1. Lorsque la déomposition n'est pas exate, omme 'est le as si le tenseur desobservations est bruité, la tehnique par EVD permet de trouver une initialisation e�ae pourles algorithmes d'optimisation tels que eux proposés dans le hapitre 5.Après avoir introduit les nouvelles déompositions tensorielles sous un angle mathématique,nous montrons dans le hapitre suivant omment es nouveaux outils permettent de résoudre leproblème d'égalisation et de séparation aveugles de signaux CDMA lorsque le anal est séletifen fréquenes.
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Modèle Mode 1 Mode 2 Mode 3 Contrainte pour EVDPARAFAC H ∈ CI×R S ∈ CJ×R A ∈ CK×R R ≤ min(I, J)BCM-(L,L,1) H ∈ CI×RL S ∈ CJ×RL A ∈ CK×R RL ≤ min(I, J)BCM-(L,P,.) H ∈ CI×RLP S ∈ CJ×RL A ∈ CK×RP L = P et RL ≤ min(J, K)Tab. 3.1 � Contraintes pour utiliser la tehnique de alul par EVD



Chapitre 4Appliations aux Systèmes CDMA
4.1 IntrodutionLors de la oneption d'un système de radioommuniations mobiles, un problème fondamentalest le partage de ressoures limitées entre plusieurs utilisateurs ommuniquant simultanémentau sein de e réseau. La tehnique d'aès multiple par multiplexage fréquentiel (FDMA) futassoiée aux systèmes de première génération. Ainsi, le système analogique Radioom 2000 quis'est développé en Frane à partir de 1986 était basé sur le FDMA. La deuxième générationde systèmes ellulaires utilise un multiplexage temporel et fréquentiel (F/TDMA), omme lanorme GSM déployée à partir de 1991, ou déjà un multiplexage par ode (CDMA) omme lanorme IS-95 déployée aux Etats-Unis à partir de 1993. Le besoin de proposer aux utilisateursdes débits plus importants onduit les onstruteurs et équipementiers à s'assoier au sein dugroupe 3GPP (Third Generation Partnership Projet) pour élaborer la troisième générationde système ellulaire. C'est de e groupe de normalisation que naît l'UMTS (Universal MobileTeleommuniation System [1℄), destiné à remplaer le GSM et ses évolutions GPRS et EDGEen Europe. D'autres standards ou normes 3G apparaissent, omme le CDMA 2000 (ombinaisond'une tehnologie OFDM et d'un aès par odes), ou le FOMA japonais, première norme 3Gdéployée. Tous es systèmes utilisent aujourd'hui une tehnologie CDMA, ou WCDMA.L'étalement de spetre par séquene direte ou DS-CDMA, a tout d'abord été utilisée dansdes appliations militaires : radios tatiques amériaines, puis implémentation pour le systèmeglobal de positionnement GPS. Cette tehnologie a ensuite été déployée dans des systèmes ivilsde radioommuniations mobiles, tout d'abord 2G (IS-95 / CDMA-One), puis 3G (UMTS).L'avantage des tehniques CDMA est de présenter une grande résistane au brouillage bandeétroite, et une ertaine robustesse aux interférenes inter-utilisateurs. Elles présentent de plusun intérêt en terme de disrétion en raison des largeurs de bande employées.Dans le as d'une liaison oopérative, l'émetteur envoie des séquenes d'apprentissage onnuespar le réepteur pour permettre à elui-i d'estimer les e�ets du anal de propagation. Ce-pendant, es séquenes doivent être transmises d'autant plus fréquemment que le anal varierapidement au ours du temps, à ause par exemple du mouvement des utilisateurs. Ainsi,environ 25 % du débit total disponible est onsaré à l'apprentissage en GSM et jusqu'à 50 %en UMTS. Le développement de méthodes qui permettraient de supprimer les séquenes d'ap-34



4.1. Introdution 35prentissage (méthodes �purement� aveugles) ou de réduire leur taille (méthodes �semi-aveugles�)pourrait don ontribuer à une augmentation signi�ative du débit utile. De plus, si le analinduit des évanouissements sévères, les séquenes d'apprentissage en subissent elles-mêmes lese�ets, e qui limite l'e�aité de la liaison oopérative.Dans les systèmes ivils oopératifs atuels, la onnaissane du ode CDMA est exploitée àla réeption a�n d'extraire le signal d'un utilisateur partiulier en annulant l'interférene desautres utilisateurs. Cependant, dans le as d'une éoute disrète, le signal interepté résulted'une somme de tous les signaux transmis simultanément dans la même bande de base mais niles odes CDMA ni les séquenes d'apprentissage ne sont onnus.Dans ette thèse, nous nous situons dans un ontexte doublement aveugle : nous supposonsque le réepteur n'a pas onnaissane des odes d'étalement et ne possède pasd'information sur le anal. Les réepteurs aveugles que nous proposons dans e hapitresont déterministes et ont pour tâhe essentielle d'e�etuer la séparation des signaux ainsi queleur égalisation, et e uniquement à partir du signal observé.Classiquement, les tehniques aveugles en téléommuniations (non néessairement dans lessystèmes CDMA) reposent sur ertaines propriétés onnues a priori, omme les propriétés tem-porelles des signaux transmis ou les propriétés spatiales du réepteur.Par exemple, ertaines tehniques forent les signaux estimés à avoir les mêmes propriétésdéterministes que les signaux transmis, omme l'alphabet �ni ou le module onstant [24, 25℄.D'autres algorithmes utilisent la onnaissane du débit symbol onstant pour e�etuer un sur-éhantillonnage temporel et réer ainsi des anaux �virtuels� [8, 80℄.Dans un ontexte MIMO, les méthodes aveugles spatiales estiment les signaux reçus par unréseau d'antennes généralement grâe à des algorithmes tels que MUSIC [81℄ ou ESPRIT [82℄qui permettent de trouver les diretions d'arrivée. La performane de es derniers algorithmesdépend fortement de onnaissanes spatiales à priori omme la alibration du réseau d'antennesou sa géométrie. L'utilisation de multiples antennes permet notamment d'exploiter les diretionsd'arrivée des trajets multiples suivis par les signaux transmis. Bien que es trajets multiplessoient a priori néfastes ar ils imposent une étape d'égalisation pour supprimer l'IES engendrée,ils peuvent également être onsidérés omme une diversité exploitable, en partiulier lorsqu'iln'existe pas de ligne de vue direte entre l'émetteur et le réepteur. Les diversités temporelleset spatiales peuvent également être ombinées pour onstruire des égaliseurs aveugles spatio-temporels [7, 83℄.Quelles que soient les propriétés utilisées, les problèmes aveugles sont lassiquement formulées entermes d'algèbre matriielle et onsistent à résoudre un problème de déomposition matriiellede la forme Y = H · S, omme nous l'avons mentionné dans l'introdution. Etant donnéel'unique onnaissane de la matrie des observations Y, l'objetif est d'identi�er la matriede mélange H (aratérisant par exemple le anal de propagation) et la matrie des soures
S (ontenant par exemple les symboles numériques transmis) par une approhe statistique oudéterministe.Réemment, les méthodes algébriques tensorielles ont reçues beauoup d'attention en traite-ment du signal [29,37,52,54,57,84�86℄. Lorsqu'un signal est intrinséquement multi-dimensionnelsa modélisation sous forme matriielle est ertes possible mais elle est moins révélatrie des pro-priétés de e signal qu'une modélisation tensorielle. Il s'avère d'ailleurs que les outils d'algèbre



36 Appliations aux Systèmes CDMAmultilinéaire sont souvent bien plus puissants que leurs équivalents matriiels.Sidiropoulos, Giannakis et Bro furent les premiers à adopter e point de vue dans le domainedes téléommuniations en 2000 [29℄. Ils ont d'abord remarqué que les éhantillons d'un signalCDMA reçu par un réseau d'antennes peuvent être stokés dans un ube dont haque dimensionorrespond à une diversité disponible. La première a pour longueur le fateur d'étalement(diversité de odage), la seonde a pour longueur la durée d'observation (diversité temporelle)et la troisième a pour longueur le nombre d'antennes (diversité spatiale). Partant de onstat,ils ont montré que le problème de séparation aveugle déterministe des signaux CDMA peutêtre résolu par la déomposition PARAFAC du tenseur des observations. Cette approhe n'esttoutefois valable que pour un anal sans-mémoire, 'est à dire sans trajets multiples ni IES.Dans e hapitre, nous proposons de généraliser les travaux fondateurs de [29℄ en onsidérantdes senarii de propagation plus réalistes, et nous montrons que les expressions analytiques dessignaux reçus peuvent s'exprimer algébriquement à l'aide des nouvelles déompositions tenso-rielles du hapitre 3. Pour tous les modèles onsidérés, notre approhe est purement détermi-niste et se base sur l'exploitation de la struture algébrique des données reçues. Par oppositionaux méthodes purement statistiques, notre tehnique ne néessite pas l'observation de trameslongues, e qui assouplit la ontrainte de stationnarité temporelle du anal. De plus, l'indépen-dane statistique des soures n'est pas requise. Le onditionnement des données à estimer atoutefois un impat sur les performanes, omme nous l'illustrerons dans le hapitre 5.Dans la setion 4.2, nous rappelons le modèle de transmission de signaux CDMA.Dans la setion 4.3, nous onsidérons un anal sans-mémoire, et nous rappelons le résultatfondamental de [29℄, qui établit un lien entre le signal reçu et le modèle PARAFAC.Dans la setion 4.4, nous montrons que dans le as de la propagation par trajets multiples averé�exions uniquement dans le hamp lointain des antennes, le modèle analytique orrespondantpeut s'érire omme la déomposition en termes de rang-(L,L,1) du tenseur des observations.En�n, dans la setion 4.5, nous montrons que dans le as de la propagation par trajets multipleset ré�exions non uniquement dans le hamp lointain des antennes réeptries, la solution peutêtre obtenue par la déomposition en termes de rang-(L,P,.) du tenseur des observations.4.2 Transmission de signaux CDMA4.2.1 Système oopératif vs. système aveugleLe modèle de transmission représenté par la �gure 4.1 est appliable dans la liaison montante(du mobile vers la station de base). Nous onsidérons R utilisateurs équipés d'une antenneémettrie, transmettant simultanément leurs signaux, non néessairement synhrones, vers unréseau de K antennes réeptries.Dans notre étude, les utilisateurs ne disposent que d'une seule antenne émettrie si bien que, parabus de langage, l'aspet �Multiple-Input� du système global que nous quali�ons de �MIMO�provient du ontexte multi-utilisateurs. En d'autres termes, nous onsidérons dans notre étudeun système de ommuniation de type �SIMO multi-utilisateurs�.Supposons par exemple que l'utilisateur r doit transmettre le symbole sr. Dans les systèmesoopératifs, les utilisateurs transmettent périodiquement une séquene d'apprentissage, en plus
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Fig. 4.1 � Modèle de transmission en bande de base des signaux CDMA



38 Appliations aux Systèmes CDMAde leur information utile. Supposons que l'utilisateur r transmet également le symbole d'ap-prentissage sar. Les symboles sr et sar sont étalés par le ode CDMA cr de longueur I, allouéde manière unique à l'utilisateur r. Pour exposer simplement le prinipe du modèle de trans-mission, nous supposons dans la �gure 4.1 que les séquenes srcr et sarcr sont transmisesdans un anal sans mémoire : es séquenes sont multipliées par un salaire omplexe hr a-ratérisant l'atténuation assoiée au trajet unique onsidéré entre l'utilisateur r et le réseaud'antennes. Supposons maintenant que les séquenes hrsrcr et hrsarcr sont reçues par le réseaud'antennes selon un angle d'inidene θr. Chaque antenne reçoit une ontribution de haun des
R utilisateurs. Les deux séquenes reçues par la k ème antenne sont rk =

∑R
r=1 hrsrcrak(θr) et

rak =
∑R

r=1 hrsarcrak(θr), où le salaire omplexe ak(θr) est la réponse de l'antenne k à l'angled'arrivée θr.Ensuite, le traitement numérique e�etué sur les séquenes rk et rak a pour fontion d'estimerles symboles transmis sr, r ∈ [1 : R]. Ce traitement peut être e�etué par une approheoopérative ou une approhe aveugle.Dans les systèmes oopératifs, tels que la plupart des systèmes ivils atuels, la onnaissane àla réeption des symboles d'apprentissage sar, des odes CDMA cr, ainsi que de la géométrie duréseau d'antennes et de sa alibration permet d'estimer dans un premier temps les oe�ients
hr de la réponse impulsionnelle des R anaux à partir des séquenes rak. Une fois es oe�ientsonnus, ils sont utilisés pour extraire les symboles transmis des séquenes observées rk.Au ontraire, l'approhe aveugle que nous onsidérons dans e manusrit onsiste à trouverles sr, r ∈ [1 : R], uniquement à partir des observations reçues rk. Le problème à résoudrepourrait a priori être sindé en deux parties. D'une part, il faut e�etuer la séparation des Rontributions ontenues dans les signaux reçus par haque antenne, sans onnaissane des odesCDMA. D'autre part, une étape d'égalisation est également néessaire de manière à supprimerl'IES éventuellement engendrée par un anal à trajets multiples séletif en fréquene, ei sansonnaissane de la séquene d'apprentissage.Pour résoudre le problème de séparation et d'égalisation aveugles des signauxCDMA reçus, nous proposons une approhe algébrique multilinéaire qui permetd'e�etuer es deux opérations onjointement.4.2.2 Modélisation tensorielleNotre approhe pour e�etuer la séparation et l'égalisation aveugles onjointes des signauxreçus par le réseau d'antennes onsiste à exploiter la struture algébrique multilinéaire de essignaux. La �gure 4.2 synthétise le onept fondamental de notre approhe. Chaune des Kantennes reçoit un signal yk(t). Nous observons es signaux durant un laps de temps de durée
J.Ts, où Ts est la période symbole, durant lequel le anal est supposé stationnaire. Les signaux
yk(t) sont éhantillonnés à la période hip Tc = Ts/I, où I est le fateur d'étalement. Chaqueantenne fournit don un ensemble de IJ éhantillons que l'on peut ordonner dans les matries
Yk. La onaténation de es K matries selon la troisième dimension (qu'on appelle aussi mode3) permet don de onstruire le tenseur des observations d'ordre 3, noté Y ∈ CI×J×K .L'élément yijk de e tenseur orrespond à l'éhantillon du signal global reçu par la k èmeantenne au i ème instant d'éhantillonnage de la j ème période symbole, i ∈ [1 : I], j ∈ [1 : J ],
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Fig. 4.2 � Constrution du tenseur des observations
k ∈ [1 : K]. Chaque dimension du tenseur des observations orrespond don à une diversitédisponible à la réeption : la première dimension orrespond à la diversité de odage, la seondeà la diversité temporelle et la troisième à la diversité spatiale.Notons que les modèles algébriques développés dans e manusrit s'appliquentaussi à un système où les symboles ne sont pas préalablement étalés par un odeCDMA. La diversité de odage peut par exemple être remplaée par une dimension de sur-éhantillonnage temporel [7,8℄, à ondition de sur-éhantillonner les signaux yk(t) d'un fateur
I.La solution que nous proposons pour résoudre le problème de séparation et d'égalisation aveuglesonsiste à déomposer le tenseur des observations en une somme de R ontributions, où Rreprésente le nombre d'utilisateurs atifs dans le système. Cependant, l'expression algébrique dees ontributions di�ère selon le modèle de propagation onsidéré. Dans la suite de e hapitre,nous allons don onsidérer plusieurs senarii de propagation puis montrer que haun d'euxorrespond à l'une des déompositions tensorielles exposées dans le hapitre 3.



40 Appliations aux Systèmes CDMA4.2.3 Expression analytique du signal transmisConsidérons un système CDMA où R utilisateurs ommuniquent simultanément dans la mêmebande passante. Chaque utilisateur se voit attribué de manière unique un ode d'étalement delongueur I. Nous notons cr = [c1rc2r . . . cIr] la séquene qui ontient les I hips du ode d'éta-lement de l'utilisateur r. Ces odes ne sont pas néessairement orthogonaux et sont supposésinonnus à la réeption.La forme d'onde d'étalement er(t) de l'utilisateur r est onstruite en modulant la séquened'étalement par un �ltre de mise en forme g(t) :
er(t) =

I
∑

i=1

g(t− iTc)cir,Le �ltre de mise en forme est de type osinus surélevé dé�ni au rythme hip.Supposons que haque utilisateur transmet une séquene de J symboles onséutifs, sr =
[s1rs2r . . . sJr]. Le signal en bande de base xr(t) transmis par l'utilisateur r est

xr(t) =
J
∑

j=1

sjrer(t− jTs)

=

J
∑

j=1

sjr

I
∑

i=1

g(t− iTc − jTs)cir. (4.1)Nous supposons que haque utilisateur dispose d'une seule antenne émettrie et que son si-gnal est transmis vers un réepteur omposé d'un réseau de K antennes dont la géométrie estinonnue.4.3 Canal sans-mémoire4.3.1 Modèle analytiqueSupposons que les signaux xr(t), r = 1 . . .R se propagent selon un unique trajet avant d'at-teindre le réepteur. Le anal est don sans mémoire et le mélange reçu est onsidéré ommelinéaire et instantanné. Le signal en bande de base yk(t) reçu par la k ème antenne s'érit
yk(t) =

R
∑

r=1

βrak(θr)xr(t),où le salaire ak(θr) ∈ C est la réponse de l'antenne k selon l'angle d'inidene θr du trajetprovenant de l'utilisateur r, et βr est le oe�ient d'évanouissement dû à la propagation dusignal xr(t) dans le anal.Le signal yk(t) est éhantillonné au rythme hip à la réeption.



4.3. Canal sans-mémoire 41L'éhantillon yijk de yk(t) reçu par l'antenne k à l'instant d'éhantillonnage (jI + i)Tc s'éritomme
yijk =

R
∑

r=1

βrak(θr)sjrcir

=

R
∑

r=1

akrsjrcir, i ∈ [1, I], j ∈ [1, J ], k ∈ [1, K], (4.2)où akr = βrak(θr). Le modèle analytique (4.2) reste valable dans le as où il y a de l'interféreneentre hips mais pas d'interférene entre symboles (IES) [29℄. Il su�t alors de remplaer cir par
hir, où hir désigne le produit de onvolution entre la séquene d'étalement du r ème utilisateuret la réponse impulsionnelle du anal orrespondant.4.3.2 Modèle tensoriel équivalent : PARAFACLe premier réepteur algébrique multilinéaire pour les ommuniations sans �l fut introduit parSidiropoulos et al. en 2000 [29℄. Les auteurs ont montré que pour un anal de propagation sansmémoire, le modèle algébrique stritement équivalent à (4.2) orrespond à la déompositionPARAFAC du tenseur des observations Y ∈ CI×J×K , dans lequel on a stoké les éhantillons
yijk. Ainsi, dans le as d'un anal linéaire instantané, la ontribution de haque utilisateur peutêtre modélisée par un tenseur de rang-1.La déomposition PARAFAC de Y onsiste à estimer les matries A ∈ CK×R, S ∈ CJ×R et
C ∈ CI×R (ou H ∈ CI×R) ontenant respetivement la réponse des antennes, les symbolesd'information et les odes d'étalement (ou les odes onvolués par la R.I. du anal). On a ainsi :
[A]k,r = akr, [S]j,r = sjr et [C]ir = cir.Dans le hapitre 3, les onditions d'uniité de la déomposition PARAFAC données par leséquations (3.10) et (3.11) s'interprètent omme des bornes autorisant un nombre maximumd'utilisateurs admissibles simultanément dans le système. Notons que la borne (3.11) est onsi-dérablement moins ontraignante que la borne (3.10) ar elle autorise un nombre d'utilisateurssubstantiellement plus élevé [48℄.L'artile fondateur [29℄ a ouvert de nombreuses perspetives de reherhe quant à l'apport del'algèbre multilinéaire en traitement du signal pour les téléommuniations. Les auteurs ontainsi montré que la déomposition PARAFAC peut être utilisée pour onstruire un réepteuralgébrique aveugle dans la as d'un anal n'engendrant pas d'IES.Cependant, les transmissions radioéletriques sont souvent e�etuées sur des anaux à trajetsmultiples, qui sont dus essentiellement aux ré�exions sur les obstales physiques présents dansl'environnement de propagation. Dans e as, le réepteur aveugle doit e�etuer une doubletâhe :i) d'une part, omme pour le modèle PARAFAC, le réepteur doit séparer les di�érentes ontri-butions présentes dans le mélange global reçu, sans onnaissane préalable des odes CDMA.Il s'agit don de résoudre le problème d'interférenes entre utilisateurs.ii) d'autre part, les trajets multiples engendrent à la réeption une superposition de plusieursversions atténuées et retardées du signal transmis par haque utilisateur. Si l'étalement des



42 Appliations aux Systèmes CDMAdélais est important, ette superposition provoque de l'IES. Pour ombattre l'IES, le réepteura don également une fontion d'égaliseur aveugle, i.e. sans onnaissane préalable des séquenesd'apprentissage.Dans les setions suivantes, nous montrons que e sénario de propagation plus omplexe peutêtre traité à l'aide des nouvelles déompositions tensorielles introduites dans le hapitre 3.4.4 Canal multi-trajets ave ré�exions dans le hamp loin-tain4.4.1 Modèle analytiqueSupposons maintenant que les signaux xr(t), r = 1 . . .R se propagent selon plusieurs trajetsavant d'atteindre le réepteur mais que les ré�eteurs sont situés uniquement dans le hamplointain du réseau d'antennes réeptries, 'est à dire uniquement dans l'environnement prohedes utilisateurs.Cette hypothèse signi�e que l'on ne fait pas la distintion entre les angles d'arrivée des trajetsissus d'un même utilisateur [7, 37, 38, 85℄. En d'autres termes, l'étalement des angles d'arrivéeest négligeable ar les antennes ne �voient� qu'un seul trajet provenant de haque utilisateur,auquel est assoié un angle d'inidene θr. Cependant, l'étalement des retards assoiés auxdi�érents trajets dans le hamp lointain n'est pas néessairement négligeable si bien que lesignal reçu par les antennes peut ontenir de l'IES.Pour l'utilisateur r, nous notons hr(t) la R.I. du anal global équivalent, résultant de la onvo-lution de la R.I. du anal e�etif par la forme d'onde d'étalement er(t). Soit LrTs la duréede hr(t), signi�ant que l'IES a lieu sur Lr symboles onséutifs. Le anal global est supposéstationnaire sur la durée d'observation JTs.L'éhantillon yijk du signal reçu par la k ème antenne à l'instant d'éhantillonnage (jI + i)Tcs'érit don
yijk =

R
∑

r=1

ak(θr)
Lr
∑

l=1

hr(i + (l − 1)I)sj−l+1,r, (4.3)où ak(θr) est le oe�ient de réponse de l'antenne k selon l'angle d'inidene θr assoié àl'utilisateur r. hr(i + (l − 1)I) est l'éhantillon de hr(t) à l'instant (i + (l − 1)I)Tc.4.4.2 Modèle tensoriel équivalent : BCM-(L,L,1)Nous olletons tous les éhantillons yijk, i ∈ [1 : I], j ∈ [1 : J ], k ∈ [1 : K], dans le tenseur desobservations Y ∈ CI×J×K . Soit la matrie A ∈ CK×R aratérisant la réponse des antennes,telle que [A]k,r = ak(θr), dont les olonnes sont les veteurs ar. Soient les matries Hr ∈ C
I×Lr ,

r ∈ [1 : R], ontenant les ILr éhantillons de la R.I. des anaux assoiés aux R utilisateurs etla matrie H = [H1| . . . |HR] ∈ CI×L̄, où L̄ =
∑R

r=1 Lr. Soient en�n les matries Sr ∈ CJ×Lr ,
r ∈ [1 : R], telles que [Sr]j,l = sj−l+1,r. Ces matries ont une struture Toeplitz due à l'IESengendrée.



4.5. Canal multi-trajets ave ré�exions non uniquement dans le hamp lointain 43La déomposition tensorielle stritement équivalente au modèle analytique de l'équation (4.3),représentée sur la �gure 4.3, est une déomposition en termes de rang-(Lr,Lr,1) de Y . Cettedéomposition di�ère de la déomposition en termes de rang-(L,L,1) introduite dans le hapitre3 sur les deux aspets suivants : d'une part les matries Sr ont une struture Toeplitz et d'autrepart la longueur du anal Lr peut être di�érente selon l'utilisateur onsidéré. La ontributiond'un utilisateur donné est ainsi onstruite à partir d'un veteur ar et de deux matries Hr et
Sr de rang Lr.
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HrFig. 4.3 � Déomposition en termes de rang-(Lr,Lr,1) ave struture Toeplitz sur SrDans la même démarhe de généralisation, il est désormais légitime de se demanderomment le senario de propagation ave ré�exions non uniquement dans le hamplointain peut être traité au moyen d'outils algébriques multilinéaires.4.5 Canal multi-trajets ave ré�exions non uniquement dansle hamp lointain4.5.1 Modèle analytiqueSupposons maintenant que les signaux xr(t), r = 1 . . . R, se propagent selon plusieurs trajetsavant d'atteindre le réepteur et que les ré�eteurs ne sont pas uniquement situés dans le hamplointain.Nous adoptons le modèle paramétrique suivant : le signal xr(t) transmis par le r ème utilisateurest reçu par les antennes selon Pr trajets distints, où haque trajet est aratérisé par le triplet(βp,r, θp,r, τp,r), représentant respetivement l'évanouissement, l'angle d'arrivée et le retard du
p ème trajet issu du r ème utilisateur.La prinipale di�érene ave le modèle de la setion préédente réside dans la distintion desdi�érents angles d'arrivée du point de vue du réepteur.La réponse du anal global entre le r ème utilisateur et la k ème antenne réeptrie peut don



44 Appliations aux Systèmes CDMAs'érire
hk,r(t) =

Pr
∑

p=1

βp,rak(θp,r)er(t− τp,r).Supposons que l'étalement des retards pour le r ème utilisateur engendre de l'IES sur Lrsymboles onséutifs, 'est à dire hk,r(t) est de durée LrTs, ∀k ∈ [1 : K].Après éhantillonnage du signal reçu par haque antenne au rythme hip, l'éhantillon yijk dusignal reçu par la k ème antenne à l'instant (jI + i)Tc s'érit
yijk =

R
∑

r=1

Pr
∑

p=1

βp,rak(θp,r)

Lr
∑

l=1

ep,r(i + (l − 1)I)sj−l+1,r, (4.4)où ep,r(i + (l − 1)I) est l'éhantillon de er(t− τp,r) à l'instant t = (i + (l − 1)I)Tc.4.5.2 Modèle tensoriel équivalent : BCM-(L,P ,.)
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Fig. 4.4 � Déomposition en termes de rang-(Lr,Pr,.) ave struture Toeplitz sur SNous olletons tous les éhantillons yijk, i ∈ [1 : I], j ∈ [1 : J ], k ∈ [1 : K], dans le tenseur desobservations Y ∈ CI×J×K .Soit la matrie Ar ∈ CK×Pr aratérisant la réponse des K antennes aux angles d'arrivée des
Pr trajets de l'utilisateur r, telle que [Ar]k,p = βp,rak(θp,r), p ∈ [1 : Pr], k ∈ [1 : K].Soit le tenseur Hr ∈ C

I×Lr×Pr , dont haune des Pr tranhes frontales [Hr]:,:,p ∈ C
I×Lr ontientles ILr éhantillons ep,r(i + (l − 1)I), i ∈ [1 : I], l ∈ [1 : Lr].Soit en�n la matrie Toeplitz Sr ∈ CJ×Lr , telle que [Sr]j,l = sj−l+1,r.Le modèle algébrique stritement équivalent au modèle analytique de l'équation (4.4) est

Y =
R
∑

r=1

Hr •2 Sr •3 Ar. (4.5)



4.6. Conlusion 45Cette déomposition de Y en termes de rang-(Lr,Pr,.), représentée par la �gure 4.4, di�ère dela déomposition en termes de rang-(L,P ,.) introduite dans le hapitre 3 sur les deux aspetssuivants : d'une part les matries Sr ont une struture Toeplitz, d'autre part la longueur duanal Lr et le nombre de trajets Pr peuvent être di�érents selon l'utilisateur onsidéré, sibien que haque utilisateur est aratérisé par une ontribution de rang-(Lr,Pr,.) au lieu d'uneontribution de rang-(L,P ,.).4.6 ConlusionPropagation Problème Modèle tensorieltrajets direts séparation aveugle PARAFACtrajets multiples, ré�exionshamp lointain séparation et égalisationaveugle BCM-(L,L,1)trajets multiples,ré�exions non uniquementdans le hamp lointain séparation et égalisationaveugle BCM-(L,P,.)Tab. 4.1 � Assoiation entre modèles de propagation et réepteurs tensorielsDans e hapitre, nous avons montré que le problème de séparation et d'égalisation aveuglesde signaux CDMA peut être formulé en termes d'algèbre tensorielle. A haque sénario depropagation onsidéré orrespond une déomposition tensorielle donnée, omme illustré par letableau 4.1.Si la ondition d'uniité de es déompositions est respetée, leur alul onsiste à extraire lesontributions des R utilisateurs présentes dans le tenseur des observations Y . En e sens, lesréepteurs aveugles tensoriels proposés permettent la séparation des di�érentes soures présentesdans le mélange.Si le anal engendre de l'IES, le réepteur doit également égaliser le signal estimé de haqueutilisateur. Ainsi, la struture Toeplitz des matries ontenant les symboles peut s'interpréteromme une opération de déonvolution.Dans la suite logique de la démarhe de modélisation présentée dans e hapitre, il s'agitdésormais de onevoir des algorithmes aveugles à la fois rapides et robustes pour le alul desdéompositions tensorielles. Cet aspet ruial est l'objet du hapitre suivant.



Chapitre 5Les Algorithmes de Calul desDéompositions Tensorielles
5.1 IntrodutionDans le hapitre 4, nous avons montré omment les nouvelles déompositions tensorielles intro-duites dans le hapitre 3 mènent à des réepteurs aveugles pour la liaison montante de systèmesCDMA. Le problème d'égalisation et de séparation aveugles des signaux reçus par un réseaud'antennes peut ainsi être résolu par la déomposition du tenseur des observations. Dans ehapitre, nous proposons plusieurs algorithmes de alul des déompositions tensorielles.Dans la setion 5.2, nous montrons omment l'algorithme des moindres arrés alternés (ALSpour �Alternating Least Squares�), fréquemment utilisé pour la déomposition PARAFAC, peutêtre adapté aux modèles plus généraux BCM-(L,L,1), BCM-(L,P,.) et BCM-(L,M,N) [31,32,35℄.En partiulier, pour l'appliation des modèles BCM-(L,L,1) et BCM-(L,P,.) proposée dans lehapitre préédent, nous montrerons omment la struture Toeplitz de la matrie des symbolespeut être préservée à haque itération, de manière à failiter l'égalisation.Dans le hapitre préédent, nous avions onsidéré des valeurs di�érentes de L (longueur de laR.I. du anal) et P (nombre de trajets multiples) pour haque utilisateur. Ainsi, les réepteursmultilinéaires aveugles orrespondaient aux déomposititons BCM-(Lr, Lr,1) et BCM-(Lr,Pr,.).Dans e hapitre ainsi que dans le suivant, nous onsidérons la même valeur de L et de Ppour tous les utilisateurs. Cette hypothèse ertes simpli�atrie ne hange pas la struturefondamentale des algorithmes proposés dans e hapitre et permet d'alléger onsidérablementla notation.Dans la setion 5.3, nous montrons omment l'insertion d'une étape de reherhe linéaire avanthaque itération de l'ALS permet d'améliorer onsidérablement les performanes. Pour le mo-dèle PARAFAC, plusieurs types de reherhe linéaire existent. Réemment, les auteurs de [40,41℄ont montré que pour des tenseurs réels, le pas optimal de la reherhe linéaire peut être aluléet les performanes obtenues sont remarquables par rapport à l'ALS standard. Dans [87, 88℄,nous avons généralisé e résultat au as omplexe et nous l'avons appliqué aux modèles plusgénéraux que PARAFAC.Dans la setion 5.4, nous proposons un algorithme d'optimisation de type Gauss-Newton : l'al-46



5.2. L'algorithme ALS 47gorithme de Levenberg-Marquardt [89,90℄. Cet algorithme a été proposé pour la déompositionPARAFAC d'un tenseur réel dans [46℄. Nous avons généralisé et algorithme pour l'appliquerau alul de la déompositition d'un tenseur omplexe suivant le BCM [31,47℄.Dans la setion 5.5, nous montrons omment le tenseur des observations peut être préalablementompressé avant d'être déomposé par l'un des trois algorithmes préédents. Cette rédutionde dimension permet un gain de temps onsidérable.La setion 5.6 présente quelques résultats de simulations sur des données non bruitées. L'étudede l'impat de divers fateurs sur les performanes des algorithmes proposés permet de mettreen évidene les fores et les faiblesses de eux-i.La setion 5.7 présente quelques résultats de simulations de Monte-Carlo sur des données entâ-hées d'un bruit blan additif gaussien. Les performanes du MMSE non-aveugle sont donnéesomme point de omparaison.5.2 L'algorithme ALSLe prinipe général de et algorithme est simple. Soit un tenseur Y d'ordre N suivant unedéomposition donnée, et dont les N matries de données inonnues (une par dimension) sontnotées A(1), . . . ,A(N). Le tenseur Y peut s'érire matriiellement de N façons di�érentes, selonle type de déoupage hoisi. Notons Y(n), n = 1, . . . , N , es représentations matriielles. Pourhaque Y(n), il existe une matrie Z(n) onstruite à partir des n − 1 matries de l'ensemble
Ω = {A(1), . . .A(N)} − {A(n)} telle que

Y(n) = Z(n) ·A(n). (5.1)Etant donné la onnaissane de Y uniquement, l'algorithme ALS onsiste à exploiter les Néquations du type (5.1) pour estimer les matries A(n) de manière alternée. Ainsi, étant donnéel'estimation préédente de toutes les matries de l'ensemble Ω, l'estimation de A(n) au sens desmoindres arrés est obtenue par Â(n) = (Z(n))† ·Y(n).5.2.1 ALS-PARAFACL'ALS peut être onsidéré omme l'algorithme standard permettant de aluler la déompo-sition PARAFAC [30℄. Rappelons tout d'abord les trois représentations matriielles du ten-seur Y données dans le hapitre 3 : YIK×J = (H ⊙ A) · ST , YJI×K = (S ⊙ H) · AT et
YKJ×I = (A ⊙ S) · HT . Chaque représentation permet d'estimer l'une des trois matries ausens des moindres arrés, les 2 autres étant �xées. L'algorithme 1 donne les étapes de l'ALSpour le modèle PARAFAC, où le supersript n indique l'estimation à la n ième itération.En pratique, pour améliorer la stabilité numérique de l'algorithme, on insère une étape denormalisation des olonnes de H(n) après sa mise à jour et de même pour S(n). Cette étape nehange pas la solution du fait de l'indétermination du modèle (haque olonne est estimée à unfateur d'éhelle près).



48 Les Algorithmes de Calul des Déompositions TensoriellesAlgorithme 1 : ALS-PARAFACInitialize S(0) and A(0), set n = 1while ‖Y (n) −Y (n−1)‖F ≥ ǫ (e.g. ǫ = 10−5) do- H(n) = (YKJ×I)
T ·
(

(

A(n−1) ⊙ S(n−1)
)T
)†- S(n) = (YIK×J)T ·

(

(

H(n) ⊙A(n−1)
)T
)†- A(n) = (YJI×K)T ·

(

(

S(n) ⊙H(n)
)T
)†- Set n← n + 1end5.2.2 ALS-BCM(L,L,1)L'algorithme ALS pour la déomposition en termes de rang-(L, L, 1) a été proposé dans [35,37℄.Rappelons les trois représentations matriielles du tenseur des observations Y données dansle hapitre 3 : YIK×J = (H⊙R A) · ST , YJI×K = [vec(H1 · ST

1 ) . . . vec(HR · ST
R)] ·AT ,

YKJ×I = (A⊙R S) ·HT . L'algorithme 2 donne les étapes de l'ALS pour le BCM-(L,L,1).Algorithme 2 : ALS-BCM(L,L,1) sans imposer la struture Toeplitz sur SInitialize S(0) and A(0), set n = 1while ‖Y (n) −Y (n−1)‖F ≥ ǫ (e.g. ǫ = 10−5) do- H(n) = (YKJ×I)
T ·
(

(A(n−1) ⊙R S(n−1))T
)†- S(n) = (YIK×J)T ·

(

(H(n) ⊙R A(n−1))T
)†- A(n) = (YJI×K)T ·

(

[vec(H
(n)
1 · S

(n)T

1 ) . . . vec(H
(n)
R · S

(n)T

R )]T
)†- Set n← n + 1endToutefois, les matries Sr ont une struture Toeplitz à ause l'IES et imposer ette struture àhaque itération de l'ALS permet de réduire l'ambiguïté sur es matries. En e�et, les matriesd'ambiguïté Fr ∈ CL×L sur S dans l'équation (3.18) se réduisent dans e as à λIL, où λ ∈ C,ar toute autre matrie détruirait la struture Toeplitz. En imposant ette struture sur S,l'ambiguïté se réduit don à un salaire omplexe, e qui failite l'étape d'égalisation. Pourestimer les symboles ontenus dans Sr, il faut trouver λ, e que l'on peut faire en supposantpar exemple le premier symbole Sr(1, 1) onnu.Pour imposer la struture Toeplitz à haque itération de l'ALS, nous allons mettre à jour leveteur générateur de la matrie S au lieu de S elle-même. Pour haque utilisateur, la matriedes symboles transmis Sr ∈ C

J×L a la struture suivante :
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TNotons sr = [s2−L,r, s3−L,r, . . . , s1,r, s2,r, . . . , sJ,r]

T le veteur de taille J + L− 1× 1, générateurde Sr et s = [s1; s2; . . . ; sR] le veteur de taille R(J + L − 1)× 1, générateur de S. La matrie
YIK×J = (H⊙R A) · ST peut aussi s'érire YIK×J =

∑R
r=1(Hr ⊗ ar) · ST

r =
∑R

r=1 Gr · ST
r ,où Gr = Hr ⊗ ar est de taille IK × L. Soit YJIK = vec(YIK×J). On a alors :

YJIK =
R
∑

r=1

Mr · sr,où la matrie Mr ∈ C
JIK×J+L−1 est onstruite ainsi :
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:,1Le veteur [Gr]:,l, l ∈ [1 : L], représente la l ème olonne de Gr, 'est à dire [Gr]:,l = [Hr]:,l⊗ar.Par onaténation, on a don
YJIK = M · s, (5.2)où M = [M1 . . .MR] est de taille JIK ×R(J + L− 1). Nous sommes désormais en mesure deonstruire l'algorithme ALS pour le BCM-(L,L,1) qui impose la struture Toeplitz sur S, f.algorithme 3.Algorithme 3 : ALS-BCM(L,L,1) ave préservation de la struture Toeplitz sur SInitialize S(0) and A(0), set n = 1while ‖Y (n) −Y (n−1)‖F ≥ ǫ (e.g. ǫ = 10−5) do- H(n) = (YKJ×I)

T ·
(

(A(n−1) ⊙R S(n−1))T
)†- A(n) = (YJI×K)T ·

(

[vec(H
(n)
1 · S

(n−1)T

1 ) . . . vec(H
(n)
R · S

(n−1)T

R )]T
)†- Build M(n) from H(n) and A(n)- s(n) = (M(n))† · YJIK- Build S(n) from its generator vetor s(n)- Set n← n + 1endEn pratique, on peut améliorer la stabilité numérique de l'algorithme en réalisant une déom-position QR de haque sous-matrie Hr de H après la mise à jour de elle-i. Ainsi, après avoiralulé H

(n)
r = Qr ·Rr, on peut hoisir H

(n)
r = Qr. Cette étape ne hange pas la solution ar



50 Les Algorithmes de Calul des Déompositions Tensoriellesl'indétermination du modèle implique que l'on obtient en fait une estimation de l'espae générépar les olonnes de Hr et non la matrie Hr elle-même. Ainsi, Rr peut être interprétée ommela matrie d'indétermination.5.2.3 ALS-BCM(L,P,.)L'algorithme ALS pour la déomposition en termes de rang-(L, P, .) a été proposé dans [31,32℄.Rappelons les trois représentations matriielles du tenseur des observations Y données dans lehapitre 3 :






YIK×J = [(H1 •3 A1)IK×L . . . (HR •3 AR)IK×L] · ST

YJI×K = [(H1 •2 S1)JI×P . . . (HR •2 SR)JI×P ] ·AT

YKJ×I = (A⊙R S) ·HT
.Si la struture Toeplitz de S n'est pas prise en ompte on peut onstruire l'algorithme ALSorrespondant, f. algorithme 4.Algorithme 4 : ALS-BCM(L,P,.) sans imposer la struture Toeplitz sur SInitialize S(0) and A(0), set n = 1while ‖Y (n) −Y (n−1)‖F ≥ ǫ (e.g. ǫ = 10−5) do- H(n) = (YKJ×I)

T ·
(

(A(n−1) ⊙ S(n−1))T
)†- S(n) = (YIK×J)T ·

(

[(H(n)
1 •3 A

(n−1)
1 )IK×L . . . (H(n)

R •3 A
(n−1)
R )IK×L]T

)†- A(n) = (YJI×K)T ·
(

[(H(n)
1 •2 S

(n)
1 )JI×P . . . (H(n)

R •2 S
(n)
R )JI×P ]T

)†- Set n← n + 1endDe même que préédemment, nous allons modi�er la règle de mise à jour de S de manière àimposer la struture Toeplitz pour e�etuer l'égalisation à la réeption. La déomposition de
Y selon le modèle BCM-(L,P,.) peut s'érire Y =

∑R
r=1 Gr •2 Sr, où Gr = Hr •3 Ar est untenseur de taille I×L×K. Soit la représentation matriielle Gr ∈ CIK×L du tenseur Gr et soit

YJIK = vec(YIK×J). On a alors :
YJIK =

R
∑

r=1

Mr · sr,où, omme dans la setion préédente, la matrie Mr ∈ CJIK×J+L−1 est onstruite à partirde Gr, et sr ∈ CJ+L−1×1 est le veteur générateur de Sr qui ontient les symboles numériquesappartenant à un alphabet �ni. On aboutit don à la même équation
YJIK = M · s, (5.3)où M = [M1 . . .MR] est de taille JIK × R(J + L − 1). Nous sommes désormais en mesurede onstruire l'algorithme ALS pour le BCM-(L,P,.) qui impose la struture Toeplitz sur S, f.algorithme 5.



5.2. L'algorithme ALS 51Algorithme 5 : ALS BCM-(L,P,.) en préservant la struture ToeplitzInitialize S(0) and A(0), set n = 1while ‖Y (n) −Y (n−1)‖F ≥ ǫ (e.g. ǫ = 10−5) do- A(n) = (YJI×K)T ·
(

[(H(n−1)
1 •2 S

(n−1)
1 )JI×P . . . (H(n−1)

R •2 S
(n−1)
R )JI×P ]T

)†- H(n) = (YKJ×I)
T ·
(

(A(n) ⊙ S(n−1))T
)†- Build M(n) from H(n) and A(n)- s(n) = (M(n))† · YJIK- Build S(n) from its generator vetor s(n)- Set n← n + 1endEn pratique, on peut améliorer la stabilité numérique de l'algorithme en réalisant la déompo-sition QR de haque blo Ar de la matrie A, Ar = Qr · Rr, puis on peut hoisir Ar = Qr,dans la mesure où Rr peut être interprétée omme l'indétermination sur A. De même pour Ssi l'algorithme ne préserve pas la struture Toeplitz.5.2.4 ALS-BCM(L,M,N)Bien que le BCM(L,M,N) n'intervienne pas diretement dans le ontexte appliatif onsidérédans le hapitre 4, nous proposons l'algorithme ALS assoié à e modèle en partant des 4expressions suivantes du tenseur Y :

YIK×J = (H⊙R A) · blockdiag ((D1)LN×M , . . . , (DR)LN×M) · ST ,
YJI×K = (S⊙R H) · blockdiag ((D1)ML×N , . . . , (DR)ML×N) ·AT ,
YKJ×I = (A⊙R S) · blockdiag ((D1)NM×L, . . . , (DR)NM×L) ·HTet YIJK = (H1 ⊗ S1 ⊗A1, . . . ,HR ⊗ SR ⊗AR) ·







(D1)LMN...
(DR)LMN






.Soient DRLN×RM = blockdiag ((D1)LN×M , . . . , (DR)LN×M),

DRML×RN = blockdiag ((D1)ML×N , . . . , (DR)ML×N),
DRNM×RL = blockdiag ((D1)NM×L, . . . , (DR)NM×L)et DRLMN =







(D1)LMN...
(DR)LMN






.L'algorithme 6 donne les étapes de l'ALS pour le modèle BCM(L,M,N).La stabilité numérique de l'algorithme peut être améliorée en pratique en réalisant une déom-position QR de toutes les matries Ar, Sr et Hr après leur mise à jour.



52 Les Algorithmes de Calul des Déompositions TensoriellesAlgorithme 6 : ALS-BCM(L,M,N)Initialize S(0) and S(0), set n = 1while ‖Y (n) −Y (n−1)‖F ≥ ǫ (e.g. ǫ = 10−5) do- H(n) = (YKJ×I)
T ·
(

(

A(n−1) ⊙ S(n−1)
)T
)† (

(D
(n−1)
RNM×RL)T

)†- S(n) = (YIK×J)T ·
(

(

H(n) ⊙A(n−1)
)T
)† (

(D
(n−1)
RLN×RM )T

)†- A(n) = (YJI×K)T ·
(

(

S(n) ⊙H(n)
)T
)† (

(D
(n−1)
RML×RN )T

)†- D
(n)
RLMN = (H

(n)
1 ⊗ S

(n)
1 ⊗A

(n)
1 , . . . ,H

(n)
R ⊗ S

(n)
R ⊗A

(n)
R )† · YIJK- Set n← n + 1end5.2.5 Inonvénients de l'ALSBien que relativement aisé à mettre en oeuvre, l'algorithme ALS est onnu pour onvergerlentement lorsqu'il est appliqué à des données présentant un fort de degré de olinéarité. Cetalgorithme est don sensible au onditionnement des données à estimer, qu'il soit employé pourle alul de la déomposition PARAFAC [91℄ ou des modèles généralisés [31℄. Lorsque les ma-tries inonnues sont mal onditionnées, ou lorsque les matries estimées lors d'une itérationsont mal onditionnées, l'ALS traverse un palier, 'est à dire une région où la fontion de oûtne diminue presque plus, avant de diminuer à nouveau [92℄. La �gure 5.1 illustre le omporte-ment typique de l'ALS pour la séparation de données non bruitées. La �gure 5.1(a) représentel'évolution de la fontion de oût φ pour un problème �faile�, 'est à dire pour des donnéesbien onditionnées. La onvergene de l'ALS est linéaire. La �gure 5.1(b) représente l'évolutiontypique de φ pour des données mal onditionnées. La fontion de oût stagne sur un palierdurant 2, 5.104 itérations avant de déroître à nouveau. Il s'avère que la longueur de e palieraugmente ave le onditionnement des données (nous illustrerons et aspet plus en détail parla suite). Une solution permettant de réduire la taille de e palier est d'insérer un étape dereherhe linéaire avant haque itération de l'ALS. C'est l'objet de la setion suivante.5.3 Ajout d'une étape de Reherhe Linéaire optimisée5.3.1 PrinipeLa reherhe linéaire a été proposée dans [30, 66℄ a�n d'aélérer la onvergene de l'ALSpour le alul de la déomposition PARAFAC. A l'itération n, la reherhe linéaire onsisteen l'interpolation linéaire des fateurs inonnus H, A et S à partir de leurs estimations auxitérations n−1 et n−2. Cette étape est e�etuée avant haque itération de l'ALS et les matriesinterpolées sont diretement utilisées en entrée de l'itération l'ALS. Ces matries interpolées,
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ALS(b) palierFig. 5.1 � Convergene typique de l'ALS : évolution de φ pour des données non bruitéesque l'on note H(new), A(new) et S(new), sont dé�nies par






A(new) = A(n−2) + ρ
(

A(n−1) −A(n−2)
)

S(new) = S(n−2) + ρ
(

S(n−1) − S(n−2)
)

H(new) = H(n−2) + ρ
(

H(n−1) −H(n−2)
)

. (5.4)Les matries G
(n)
A = A(n−1)−A(n−2), G(n)

S = S(n−1)−S(n−2) et G
(n)
H = H(n−1)−H(n−2) sont lesdiretions de reherhe. Le hoix du pas ρ e�etué dans es diretions de reherhe est primordialar il onditionne l'aélération de la onvergene de l'ALS standard. Dans [30℄, le pas a unevaleur �xée (entre 1.2 et 1.3). Dans [66℄, le pas est ρ = n1/3 et l'étape de reherhe linéaire estaeptée uniquement si la valeur interpolée de la fontion de oût, φ(H(new),S(new),A(new)), estinférieure à sa valeur ourante. Notons que si ρ = 1, on a A(new) = A(n−1), S(new) = S(n−1) et

H(new) = H(n−1), 'est à dire une mise à jour ALS standard : la reherhe linéaire est annihilée.Pour des tenseurs réels suivant le modèle PARAFAC, un résultat remarquable a été obtenudans [40,41℄, où les auteurs ont montré que le pas réel optimal peut être déterminé en alulantles raines d'un polyn�me de degré 5. La méthode proposée est appelée ELS, pour �EnhanedLine Searh�.C'est ette idée que nous proposons de généraliser aux tenseurs omplexes suivant le modèlePARAFAC ou un modèle plus général. Dans la suite, nous proposons don une tehnique dereherhe linéaire optimisée ave pas omplexe, nommée ELSCS pour �Enhaned Line Searhwith Complex Step � [87, 88℄.5.3.2 Reherhe linéaire optimisée ave pas omplexe (ELSCS)Pour le modèle PARAFAC, l'une des expressions possibles de la fontion de oût est
φ(H,S,A) = ‖YKJ×I − (A⊙ S) ·HT‖2F . (5.5)



54 Les Algorithmes de Calul des Déompositions TensoriellesPour les modèles BCM-(L,L,1) et BCM(L,P,.), une expression de la fontion de oût est
φ(H,S,A) = ‖YKJ×I − (A⊙R S) ·HT‖2F . (5.6)Selon le modèle onsidéré, les dimensions des matries A, S et H ne sont pas les mêmes mais leprinipe général de la reherhe linéaire optimisée que nous allons expliiter ii est stritementidentique pour tous les modèles. Certes la fontion de oût pour le modèle PARAFAC faitintervenir le produit de Khatri-Rao (⊙) tandis que les modèles BCM font intervenir le produitde Kroneker partitionné (⊙R). Cependant, 'est une propriété ommune à es deux produitsque nous allons utiliser.Propriété : Pour toutes matries V1 et V2 de même dimensions et pour toute matrie Uayant le même nombre de olonnes que V1 et V2, on a U⊙ (V1 + V2) = U ⊙V1 + U⊙V2.De manière similaire, pour toutes matries V1 et V2 de même dimensions et partitionnées en

R blos, et pour toute matrie U partitionnée également en R blos, on a U ⊙R (V1 + V2) =
U⊙R V1 + U⊙R V2.Ainsi, toutes les expressions obtenues pour le BCM dans la suite de e paragraphe sont iden-tiques pour PARAFAC, à la seule ondition de substituer ⊙ à ⊙R.Tout d'abord, la ombinaison de (5.4) et de (5.6) montre que, étant donné les estimations de
H, A et S aux itérations n− 1 et n− 2, le pas optimal ρ à l'itération n minimise

φ
(n)
ELSCS =

∥

∥

∥

(

A(new) ⊙R S(new)
)

·
(

H(new)
)T
−YKJ×I

∥

∥

∥

2

F

=

∥

∥

∥

∥

(

(A(n−2) + ρG
(n)
A )⊙R (S(n−2) + ρG

(n)
S )
)

·
(

H(n−2) + ρG
(n)
H

)T

−YKJ×I

∥

∥

∥

∥

2

F

.(5.7)En utilisant la propriété préédente de ⊙R, l'équation (5.7) peut s'érire
φ

(n)
ELSCS =

∥

∥ρ3T3 + ρ2T2 + ρT1 + T0

∥

∥

2

F
, (5.8)où les matries T3, T2, T1 et T0, de taille KJ × I, sont dé�nies par















T3 = (GA ⊙R GS)GH

T2 = (GA ⊙R GS)H + (A⊙R GS + GA ⊙R S)GH

T1 = (A⊙R S)GH + (A⊙R GS + GA ⊙R S)H
T0 = (A⊙R S)H−YKJ×I

,et où n et n − 2 ont été omis pour simpli�er la notation. Soit la matrie T ∈ CIKJ×4 dé�niepar
T = [Ve(T3)|Ve(T2)|Ve(T1)|Ve(T0)].L'équation (5.8) est équivalente à

φ
(n)
ELSCS = ‖T · u‖2F = uH ·TH ·T · u, (5.9)où u = [ρ3, ρ2, ρ, 1]T est inonnu.



5.3. Ajout d'une étape de Reherhe Linéaire optimisée 55Pour des données réelles, (5.9) s'érit φ
(n)
ELSCS = uT ·TT ·T · u, qui est un polyn�me de degré6 et de variable réelle ρ. Le pas optimal réel peut don être déterminé selon la tehnique ELSproposée dans [40, 41℄. Cependant, les données traitées dans l'appliation d'égalisation et deséparation aveugles de signaux CDMA sont omplexes et nous allons proposer une tehniquede alul du pas optimal omplexe. Notons e pas ρ = r.eiθ, où r est le module de ρ et θ sonargument. Notre approhe est itérative et onsiste à minimiser φ

(n)
ELSCS en alternant les misesà jour de r et θ. La omplexité de l'itération est faible omparativement à l'itération ALS,puisque la mise à jour de r et θ onsiste à trouver les raines de polyn�mes respetivement dedegré 5 et 6, omme nous le montrons dans le paragraphe suivant.5.3.3 Calul du pas omplexeLa matrie onnue ∆ = TH ·T de taille 4× 4 a des éléments omplexes dé�nis par [∆]m,n =

αm,n + jβm,n. Puisque ∆ est hermitienne, αm,n = αn,m, βm,n = −βn,m et βm,m = 0 :
Real(∆) =









α11 α12 α13 α14

α12 α22 α23 α24

α13 α23 α33 α34

α14 α24 α34 α44









, Im(∆) =









0 β12 β13 β14

−β12 0 β23 β24

−β13 −β23 0 β34

−β14 −β24 −β34 0









.(a) Minimisation partielle de φELSCS par rapport à r :A partir de (5.9), on peut réérire φELSCS = uH ·∆ · u sous forme d'un polyn�me de degré 6de la variable r, φELSCS(r) =
∑6

p=0 xpr
p, dont les oe�ients xp dépendent uniquement de θ etdes oe�ients de ∆ :







































x6 = α11

x5 = 2α12cos(θ) + 2β12sin(θ)
x4 = α22 + 2α13cos(2θ) + 2β13sin(2θ)
x3 = 2α14cos(3θ) + 2α23cos(θ) + 2β14sin(3θ) + 2β23sin(θ)
x2 = α33 + 2α24cos(2θ) + 2β24sin(2θ)
x1 = 2α34cos(θ) + 2β34sin(θ)
x0 = α44

.

Etant donné la dernière mise à jour de θ, la minimisation partielle de φELSCS par rapport à ronsiste don à trouver la raine de
δφELSCS(r)

δr
=

5
∑

p=0

(p + 1)xp+1r
p (5.10)qui minimise φELSCS(r).(b) Minimisation partielle de φELSCS par rapport à θOn peut montrer que :

φELSCS(θ) = a1cos(3θ) + a2cos(2θ) + a3cos(θ) + a4 + b1sin(3θ) + b2sin(2θ) + b3sin(θ) ,(5.11)



56 Les Algorithmes de Calul des Déompositions Tensoriellesoù les ai ne dépendent que de r et des oe�s des αm,n et les bi ne dépendent que de r et des
βm,n :







































a1 = 2r3α14

a2 = 2r4α13 + 2r2α24

a3 = 2r5α12 + 2r3α23 + 2rα34

a4 = r6α11 + r4α22 + r2α33 + α44

b1 = 2r3β14

b2 = 2r4β13 + 2r2β24

b3 = 2r5β12 + 2r3β23 + 2rβ34

.

La dérivée partielle de φELSCS(θ) par rapport à θ s'érit
δφELSCS(θ)

δθ
= −3α1sin(3θ)− 2α2sin(2θ)− α3sin(θ) + 3β1cos(3θ) + 2β2cos(2θ) + β3cos(θ).(5.12)Après le hangement de variable t = tan( θ

2
) et la substitution de cos(θ) = 1−t2

1+t2
et sin(θ) = 2t

1+t2dans (5.12), on obtient
δφELSCS(t)

δθ
=

∑6
p=0 dpt

p

(1 + t2)3
, (5.13)où les oe�ients dp ne dépendent pas de θ :







































d6 = −3b1 + 2b2 − b3

d5 = −18a1 + 8a2 − 2a3

d4 = 45b1 − 10b2 − b3

d3 = 60a1 − 4a3

d2 = −45b1 − 10b2 + b3

d1 = −18a1 − 8a2 − 2a3

d0 = 3b1 + 2b2 + b3Etant donné la dernière mise à jour de r, la minimisation partielle de φELSCS par rapport à θonsiste don à trouver la raine de δφELSCS(t)
δr

=
P6

p=0
dptp

(1+t2)3
qui minimise φELSCS(t).5.3.4 Shéma de l'algorithme ALS+ELSCSL'algorithme ELSCS onsiste à trouver ρ en minimisant φELSCS de manière alternée par rap-port à r et θ. Ce shéma itératif est ensuite inséré dans l'ALS standard, omme �guré dansl'algorithme 7.Qu'il s'agisse du modèle PARAFAC ou d'un modèle plus général et que la struture Toeplitzde S soit préservée ou non, l'algorithme ALS+ELSCS garde la même struture.Les �gures 5.2(a) et 5.2(b) représentent l'évolution typique de la fontion de oût φ, pourles algorithmes ALS seul, ALS+LSB (Line Searh proposée par Bro dans [66℄, 'est à dire

ρ = n1/3), ALS+LSH (Line Searh proposée par Harshman dans [30℄, 'est à dire ρ = 1.25) etALS+ELSCS.
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Algorithme 7 : ALS+ELSCSInitialize H(0), H(1), S(0), S(1), A(0), A(1), set n = 1;while ‖Y (n) −Y (n−1)‖F > ǫ1 (e.g. ǫ1 = 10−6) do- n← n + 1;�� Start ELSCS sheme��- Set p = 1;while |φ(p)

ELSCS − φ
(p−1)
ELSCS| > ǫ2 (e.g. ǫ2 = 10−4) do- update r from (5.10) with θ �xed;- update θ from (5.13) with r �xed;- p← p + 1;end- Build A(new), S(new) and H(new) from (5.4);�� Start ALS updates��- Find S(n) from H(new) and A(new);- Find H(n) from A(new) and S(n);- Find A(n) from S(n) and H(n);- Build Y (n) from S(n), H(n) and A(n);end
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58 Les Algorithmes de Calul des Déompositions TensoriellesPour le problème bien onditionné de la �gure 5.2(a), les algorithmes ALS+LSB et ALS+ELSCSont des performanes similaires et permettent de réduire le nombre d'itérations d'un fateur 2par rapport à l'ALS. L'algorithme ALS+LSH a permis de gagner quelques itérations. L'ajoutd'une étape de reherhe linéaire permet ainsi d'augmenter le taux de onvergene par rapportà l'ALS standard.Pour le problème mal onditionné de la �gure 5.2(b), les 3 algorithmes utilisant une étape dereherhe linéaire ont permis de réduire onsidérablement la longueur du palier. L'ALS standarda onvergé en 2, 7.104 itérations, l'algorithme ALS+LSH en 1, 2.104 itérations, l'algorithmeALS+LSB en 5.103 itérations et l'algorithme ALS+ELSCS en 2.103 itérations. Il n'est pasnéessaire d'exiger une très grande préision dans le sous-algorithme ELSCS : en général, enhoisissant ǫ2 = 10−4, le ritère d'arrêt est satisfait en moins de p = 10 itérations. De plus,la omplexité d'une itération de l'ELSCS est faible (alul des raines de deux polyn�mes dedegré 5 et 6) omparée à la omplexité de la mise à jour ALS. Par onséquent, si le gainen nombre d'itérations est de G % par rapport à l'ALS seul, le gain en temps de alul estapproximativement le même. Nous illustrerons et aspet plus en détail dans la setion 5.6.5.4 L'algorithme de Levenberg-Marquardt (LM)L'algorithme de Levenberg-Marquardt (LM) est basé sur une mise à jour de type Gauss-Newtondes inonnues. Pour une itération donnée, toutes les inonnues sont estimées onjointement,ontrairement à l'ALS qui met à jour les omposantes de manière alternée. Cet algorithmea été proposé notamment dans [46℄ pour le alul de la déomposition PARAFAC. Dans lasetion 5.4.1, nous expliitons et algorithme d'une manière générale, valable pour les modèlesPARAFAC, BCM-(L,L,1) et BCM-(L,P,.). Les équations seront don formulées de manièregénérique en fontions des matries A, H et S, dont les dimensions di�èrent selon le modèleonsidéré. Les spéi�ités de et algorithme propres à haun des modèles seront développéesdans les setions 5.4.2, 5.4.3 et 5.4.4.5.4.1 Prinipe généralConsidérons les veteurs olonnes pÂ = vec(ÂT ), pĤ = vec(ĤT ) et pŜ = vec(ŜT ) qui ontiennentrespetivement les éléments des matries estimées Â, Ĥ et Ŝ. Soit le veteur p, qui résulte dela onaténation de toutes les inonnues,
p =





pÂ

pĤ

pŜ



 , (5.14)et soit F la taille de p, 'est à dire le nombre total d'inonnues.Notons M = KJI. Soit Ŷ ∈ CI×J×K une estimation du tenseur des observations et soit
ŷ ∈ CM×1 une représentation vetorielle de Ŷ , onstruite à partir de p en fontion du mo-dèle onsidéré. De même, on note y ∈ C

M×1 une représentation vetorielle du tenseur desobservations Y . Le veteur des résidus, de taille M × 1, s'érit don r(p) = ŷ − y.



5.4. L'algorithme de Levenberg-Marquardt (LM) 59Considérons la fontion de oût
φ(p) =

1

2
‖r(p)‖2F =

1

2
r(p)Hr(p), (5.15)qui est la même que pour l'ALS au fateur 1

2
près, introduit ii pour simpli�er les notations àvenir. Etant donnée une estimation p(n) de p à l'itération n, p(n+1) est obtenu par

p(n+1) = p(n) + ∆p, (5.16)où le pas ∆p doit être alulé de manière à garantir une diretion de desente pour φ. L'équation(5.16) dé�nit la règle de mise à jour de p.La méthode de Gauss-Newton se base sur l'approximation des résidus au voisinnage de p(n) parun dévelopement en série de Taylor tronqué après le terme d'ordre 1. Ainsi, pour ‖∆p‖ assezpetit, on a :
r(p(n) + ∆p) ≃ r(p(n)) + J(p(n))∆p, (5.17)où J(p(n)) est la matrie Jaobienne de taille M × F dont les éléments jmf sont dé�nis par

jmf =
δrm(p(n))

δpf
=

δŷm(p(n))

δpf
. (5.18)En utilisant l'approximation de r(p(n+1)) dé�nie par l'équation (5.17), on peut érire l'expressionde la fontion de oût (5.15) après orretion, en fontion de ∆p :

φ(p(n) + ∆p) = 1
2
r(p(n) + ∆p)Hr(p(n) + ∆p)

≃ 1
2
rHr + ∆pHJHr + 1

2
∆pHJHJ∆p

= φ(p(n)) + ∆pHJHr + 1
2
∆pHJHJ∆p

≡ φ̃(∆p)

, (5.19)où r et J représentent respetivement r(p(n)) et J(p(n)). Le pas ∆p pour la mise à jour de typeGauss-Newton de p est solution de
∆p = argmin∆p{φ̃(∆p)}.Le gradient et le Hessien de φ̃ sont

φ̃′(∆p) = JHr + JHJ∆p, φ̃′′(∆p) = JHJ. (5.20)La matrie symmétrique φ̃′′(∆p) est indépendante de ∆p. De plus, si la matrie J de taille
M ×F est de rang F , alors φ̃′′(∆p) est dé�nie positive, e qui implique que φ̃(∆p) a un uniqueminimum [90℄. Ce minimum peut être trouvé par la résolution de

φ̃′(∆p) = 0⇐⇒ (JHJ)∆p = −JHr. (5.21)On peut simpli�er la partie droite de ette équation. En partant de φ : C
F 7→ R donnée parl'équation (5.15), on a

δφ

δpf

(p(n)) =
M
∑

m=1

[

δrm

δpf

(p(n))

]∗

rm(p(n)).
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g

def
= φ′

(

p(n)
)

= J
(

p(n)
)H

r
(

p(n)
)

. (5.22)Finalement, la orretion ∆p qui minimise φ̃(∆p) est obtenue par la résolution du systèmed'équations normales suivant
(JHJ)∆p = −g, (5.23)où g ∈ CF×1 est le gradient de φ en p(n) et J représente J(p(n)).Cependant, ette mise à jour néessite que le Jaobien J soit de rang plein à haque étape.Or, il s'avère que les modèles PARAFAC, BCM-(L,L,1) et BCM-(L,P,.) possèdent des degrésde liberté provenant des indéterminations intrinsèques à es modèles multilinéaires. En e�et,pour haque modèle il est possible de �xer un ertains nombre d'inonnues parmi F , dans lamesure où l'on peut �ompenser� e hoix en exploitant l'indétermination. Nous reviendronssur et aspet dans les setions 5.4.2, 5.4.3 et 5.4.4. A ause de ette sur-paramétrisation, Ja un ertain nombre de valeurs singulières nulles, si bien que la mise à jour de Gauss-Newtonne peut pas être employée telle quelle. Une solution possible à e problème est la méthode deLevenberg-Marquardt [89℄, qui onsiste à mettre à jour ∆p à partir des équations normalesmodi�ées :

(JHJ + λIF )∆p = −g, (5.24)où le fateur d'amortissement λ > 0 rend JHJ dé�nie positive et assure une diretion dedesente. Notons un e�et important du fateur d'amortissement :- Pour une grande valeur de λ, (5.24) donne ∆p ≃ − 1
λ
g, 'est à dire un faible pas dans ladiretion de desente de la plus grande pente.- Pour une faible valeur de λ, (5.24) se réduit à (5.23), 'est à dire une mise à jour de typeGauss-Newton.La proédure de mise à jour de e fateur λ est préisément dérite dans [90℄. Elle est basée surla mesure du gain ρ

ρ =
φ(p(n))− φ(p(n) + ∆p)

φ(p(n))− φ̃(∆p)
, (5.25)où le numérateur représente la variation e�etive de la fontion de oût tandis que le dénomina-teur représente la variation prédite par le modèle linéaire (5.19). Une grande valeur de ρ indiqueainsi que φ̃(∆p) est une bonne approximation de φ(p(n) + ∆p), et on peut diminuer λ pouraorder plus de on�ane à l'approximation linéaire lors de l'itération suivante, de manière àêtre plus prohe d'une mise à jour de Gauss-Newton. Si ρ est petit (voire même négatif), alors

φ̃(∆p) est une mauvaise approximation et on augmente λ.La matrie (JHJ + λIF ) étant dé�nie positive, on peut résoudre (5.24) rapidement en utilisantsa déomposition de Cholesky.L'algorithme 8 donne les étapes prinipales de la méthode de Levenberg-Marquardt.Nous allons maintenant donner les expressions de J ∈ C
M×F et de g ∈ C

F×1 pour les di�érentsmodèles multilinéaires. Etant donné la struture partitionnée de p ∈ CF×1 de l'équation (5.14),



5.4. L'algorithme de Levenberg-Marquardt (LM) 61Algorithme 8 : Algorithme de Levenberg-MarquardtInitialize p, set n = 1while ‖Y (n) −Y (n−1)‖F ≥ ǫ (e.g. ǫ = 10−5) do- Calulate JHJ and g- Solve (JHJ + λI
)

∆p = −g to �nd ∆p- Update p : p(n+1) = p(n) + ∆p- Update λ taking into aount the gain ratio ρ- n← n + 1endle Jaobien de l'équation (5.18) peut s'érire J = [JÂ|JĤ|JŜ], où JÂ = J(pÂ), JĤ = J(pĤ) et
JŜ = J(pŜ).La résolution de (5.24) néessite don la onstrution de la matrie JHJ ∈ CF×F :

JHJ =





JH
Â
JÂ JH

Â
JĤ JH

Â
JŜ

JH
Ĥ
JÂ JH

Ĥ
JĤ JH

Ĥ
JŜ

JH
Ŝ
JÂ JH

Ŝ
JĤ JH

Ŝ
JŜ



 . (5.26)5.4.2 Appliation à la déomposition PARAFACPour ette déomposition, les matries inonnues sont H ∈ CI×R, A ∈ CK×R et S ∈ CJ×R. Lenombre d'inonnues est don F = R(I + J + K). En réalité, étant donné l'ambiguïté propreà e modèle, on pourrait par exemple �xer de manière arbitraire le premier élément danshaque olonne de H et de A, dans la mesure où les premiers éléments de haque olonne de
S ompensent e hoix. Ainsi, le nombre réel d'inonnues est F̃ = R(I + J + K)− 2R, si bienque le Jaobien J a au moins 2R valeurs singulières nulles.5.4.2.1 Constrution du JaobienEtant données les matries estimées Ĥ, Â et Ŝ, on peut érire le tenseur estimé Ŷ sous lesformes matriielles et vetorielles suivantes :







ŶIK×J = (Ĥ⊙ Â) · ŜT

ŶJI×K = (Ŝ⊙ Ĥ) · ÂT

ŶKJ×I = (Â⊙ Ŝ) · ĤT

⇔



















ŶJIK =
(

IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â)
)

· pŜ

ŶKJI =
(

IK ⊗ (Ŝ⊙ Ĥ)
)

· pÂ

ŶIKJ =
(

II ⊗ (Â⊙ Ŝ)
)

· pĤ

, (5.27)où pÂ ∈ CKR×1, pĤ ∈ CIR×1 et pŜ ∈ CJR×1. Nous rappelons que l'ordre des indies a uneimportane. En posant M = KJI, on obtient














JŜ = Π1 ·
(

IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â)
)

JÂ = IK ⊗ (Ŝ⊙ Ĥ)

JĤ = Π2 ·
(

II ⊗ (Â⊙ Ŝ)
)

,



62 Les Algorithmes de Calul des Déompositions Tensoriellesoù Π1 ∈ CKJI×JIK et Π2 ∈ CKJI×IKJ sont des matries de permutation, et JŜ ∈ CKJI×JR,
JÂ ∈ CKJI×KR et JĤ ∈ CKJI×IR.Nous utilisons ensuite les 2 propriétés suivantes pour simpli�er l'ériture de JHJ :(a) (IK ⊗Q)H · (IK ⊗Q) = IK ⊗ (QH ·Q)(b) (A⊙B)H ·(A⊙B) = (AHA)∗(BHB), où nous rappelons que ∗ est le produit d'Hadamard.La ombinaison de es propriétés, ainsi que de ΠT

1 ·Π1 = ΠT
2 ·Π2 = IKJI , nous permet d'obtenirles expressions suivantes pour les blos diagonaux de JHJ :



















JH
Ŝ
JŜ = IJ ⊗

(

(ĤH · Ĥ) ∗ (ÂH · Â)
)

JH
Â
JÂ = IK ⊗

(

(ŜH · Ŝ) ∗ (ĤH · Ĥ)
)

JH
Ĥ
JĤ = II ⊗

(

(ÂH · Â) ∗ (ŜH · Ŝ)
)

.Puisque JHJ est hermitienne, seule la onstrution des 3 blos triangulaires supérieurs ouinférieurs parmi les 6 blos restants est néessaire. On a ainsi






















JH
Ĥ
JÂ =

(

II ⊗ (Â⊙ Ŝ)
)H

·ΠH
2 ·
(

IK ⊗ (Ŝ⊙ Ĥ)
)

JH
Ŝ
JÂ =

(

IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â)
)H

·ΠH
1 ·
(

IK ⊗ (Ŝ⊙ Ĥ)
)

JH
Ŝ
JĤ =

(

IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â)
)H

·ΠH
1 ·Π2 ·

(

II ⊗ (Â⊙ Ŝ)
)

.5.4.2.2 Constrution du gradientNous allons expliiter la struture de g ∈ CF×1, qui est le gradient de φ en p(n). Etant donnéla struture partitionnée de p, on peut érire g =





gÂ

gĤ

gŜ



, où gÂ = φ′ (pÂ), gĤ = φ′ (pĤ) et
gŜ = φ′ (pŜ).Pour aluler es 3 omposantes de g, nous partons des expressions du système (5.27). On peutainsi érire la fontion de oût sous les 3 formes suivantes







φ = 1
2
‖YJIK − IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â) · pŜ‖

2
F

φ = 1
2
‖YKJI − IK ⊗ (Ŝ⊙ Ĥ) · pÂ‖

2
F

φ = 1
2
‖YIKJ − II ⊗ (Â⊙ Ŝ) · pĤ‖

2
F

. (5.28)Nous rappelons que pour tout veteur u, on a ‖u‖2 = uH ·u. La première équation du système(5.28) peut don se réérire
φ =

1

2
pH

Ŝ
·
(

IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â)
)H

·
(

IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â)
)

· pŜ

− pH
Ŝ
·
(

IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â)
)H

· YJIK

+
1

2
Y H

JIK · YJIK,
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gŜ = IJ ⊗

(

(ĤH · Ĥ) ∗ (ÂH · Â)
)

· pŜ −
(

IJ ⊗ (Ĥ⊙ Â)
)H

· YJIK. (5.29)De même, on montre que
gÂ = IK ⊗

(

(ŜH · Ŝ) ∗ (ĤH · Ĥ)
)

· pÂ −
(

IK ⊗ (Ŝ⊙ Ĥ)
)H

· YKJI, (5.30)
gĤ = II ⊗

(

(ÂH · Â) ∗ (ŜH · Ŝ)
)

· pĤ −
(

II ⊗ (Â⊙ Ŝ)
)H

· YIKJ . (5.31)5.4.3 Appliation au alul du BCM-(L,L,1)Nous allons maintenant donner les strutures du Jaobien et du gradient pour le BCM-(L,L,1).La démarhe est la même que pour PARAFAC. Cependant, étant donné la struture Toeplitzdes matries Sr, 'est la mise à jour des veteurs générateurs qui nous intéresse.Pour ette déomposition, les matries estimées sont Ĥ ∈ C
I×RL, Â ∈ C

K×R et Ŝ ∈ C
J×RL.Nous rappelons d'après (5.2) que le veteur générateur de Ŝ, noté ŝ est de taille R(J + L− 1).Le nombre d'inonnues est don F = R(IL + K + J + L − 1) et orrespond à la longueur duveteur p.En réalité, étant donnée l'ambiguïté propre à e modèle, le nombre réel d'inonnues est inférieurà F . Comme mentionné dans la setion 5.2.2, l'indétermination sur haque matrie Toeplitz

Ŝr se réduit à un salaire omplexe. On pourrait don par exemple �xer arbitrairement unélément de haune de es matries. De plus, on pourrait également �xer arbitrairement unélément de haque veteur âr. Ainsi, le nombre réel d'inonnues est F̃ = F − 2R, si bien que leJaobien J a au moins 2R valeurs singulières nulles, e qui justi�e l'utilisation de l'algorithmede Levenberg-Marquardt plut�t que elle de l'algorithme de Gauss-Newton.5.4.3.1 Constrution du JaobienComme préédemment, étant données les matries estimées Ĥ, Â et Ŝ, on peut érire le tenseurestimé Ŷ sous les formes matriielles et vetorielles suivantes :






ŶIK×J = (Ĥ⊙R Â) · ŜT

ŶJI×K = [vec(Ĥ1 · ŜT
1 ) . . . vec(ĤR · ŜT

R)] · ÂT

ŶKJ×I = (Â⊙R Ŝ) · ĤT

(5.32)
⇔















ŶJIK = M · ŝ

ŶKJI =
(

IK ⊗ [vec(Ĥ1 · ŜT
1 ) . . . vec(ĤR · ŜT

R)]
)

· pÂ

ŶIKJ =
(

II ⊗ (Â⊙R Ŝ)
)

· pĤ

, (5.33)où pÂ ∈ CKR×1, pĤ ∈ CIRL×1 et ŝ ∈ CR(J+L−1)×1 et où la matrie M ∈ CJIK×R(J+L−1) a étédé�nie par l'équation 5.2. Posons M = KJI, et érivons de manière plus ompate
[vec(Ĥ1 · Ŝ

T
1 ) . . . vec(ĤR · Ŝ

T
R)] = (Ŝ⊙R Ĥ) ·Ψ,



64 Les Algorithmes de Calul des Déompositions Tensoriellesoù Ψ = (IR ⊗ vec(IL)). On peut alors montrer que les blos de JHJ s'érivent














JH
Ŝ
JŜ = MH ·M

JH
Â
JÂ = IK ⊗

(

ΨH · (Ŝ⊙R Ĥ)H · (Ŝ⊙R Ĥ) ·Ψ
)

JH
Ĥ
JĤ = II ⊗

(

(Â⊙R Ŝ)H · (Â⊙R Ŝ)
)

, (5.34)
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Ĥ
JÂ =
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·ΠH
2 ·
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IK ⊗
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(Ŝ⊙R Ĥ) ·Ψ
))

JH
Ŝ
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1 ·
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(

(Ŝ⊙R Ĥ) ·Ψ
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Ŝ
JĤ = MH ·ΠH

1 ·Π2 ·
(

II ⊗ (Â⊙R Ŝ)
)

. (5.35)
5.4.3.2 Constrution du gradientConsidérons les 3 expressions suivantes de la fontion de oût :











φ = 1
2
‖YJIK −M · ŝ‖2F

φ = 1
2
‖YKJI −

(

IK ⊗
(

(Ŝ⊙R Ĥ) ·Ψ
))

· pÂ‖
2
F

φ = 1
2
‖YIKJ − II ⊗ (Â⊙R Ŝ) · pĤ‖

2
F

. (5.36)On peut alors montrer que














gŝ = MH ·M · ŝ−MH · YJIK

gÂ = IK ⊗
(

ΨH · (Ŝ⊙R Ĥ)H · (Ŝ⊙R Ĥ) ·Ψ
)

· pÂ −
(

IK ⊗
(

(Ŝ⊙R Ĥ) ·Ψ
))H

· YKJI

gĤ = II ⊗
(

(Â⊙R Ŝ)H · (Â⊙R Ŝ)
)

· pĤ −
(

II ⊗ (Â⊙R Ŝ)
)H

· YIKJ5.4.4 Appliation au alul du BCM-(L,P,.)De même que dans le paragraphe préédent, 'est la mise à jour des veteurs générateurs desmatries Toeplitz qui nous intéresse. Pour le BCM-(L,P,.), les matries estimées sont Ĥ ∈
CI×RLP , Â ∈ CK×RP et Ŝ ∈ CJ×RL, et rappelons d'après (5.3) que le veteur générateur de Ŝ,noté ŝ, est de taille R(J+L−1). Le nombre d'inonnues est don F = R(ILP +KP +J+L−1).En réalité, étant donné l'ambiguïté propre à e modèle, le nombre réel d'inonnues est inférieurà F . Comme mentionné dans la setion 5.2.3, l'indétermination sur haque matrie Toeplitz Ŝrse réduit à un salaire omplexe. On pourrait don par exemple �xer arbitrairement un élémentde haune de es matries. De plus, on pourrait également �xer arbitrairement les élémentsd'un blo de taille P × P de haque matrie Âr ∈ CK×P , si K ≥ P , étant donné qu'on peutompenser e hoix par la matrie d'indétermination dans ette dimension. Ainsi, le nombreréel d'inonnues est F̃ = F −R(P 2 +1), si bien que le Jaobien J a au moins R(P 2 +1) valeurssingulières nulles.



5.5. Compression des données par SVD 65Les représentations matriielles du tenseur estimé Ŷ données dans la setion 5.2.3 nous per-mettent de déduire les représentations vetorielles équivalentes :






ŶIK×J = [(Ĥ1 •3 Â1)IK×L . . . (ĤR •3 ÂR)IK×L] · ŜT

ŶJI×K = [(Ĥ1 •2 Ŝ1)JI×P . . . (ĤR •2 ŜR)JI×P ] · ÂT

ŶKJ×I = (Â⊙R Ŝ) · ĤT

(5.37)
⇔















ŶJIK = M · ŝ

ŶKJI =
(

IK ⊗ [vec(Ĥ1 · ŜT
1 ) . . . vec(ĤR · ŜT

R)]
)

· pÂ

ŶIKJ =
(

II ⊗ (Â⊙R Ŝ)
)

· pĤ

. (5.38)Les expressions de J, JHJ et de g sont ensuite obtenues en adoptant la démarhe des para-graphes préédents.5.4.5 Illustration des performanesLes �gures 5.3(a) et 5.3(b) représentent l'évolution typique de la fontion de oût φ, pour lesalgorithmes ALS standard, ALS+LSB, ALS+LSH, ALS+ELSCS et LM. Pour le problème bienonditionné de la �gure 5.3(a), l'algorithme LM permet de réduire onsidérablement le nombred'itérations par rapport aux autres tehniques. Après quelques itérations pendant lesquelles lafontion de oût diminue lentement (omportement de type desente de gradient), la onver-gene aélère et devient quasi-quadratique, e qui est signi�atif d'un omportement de typeGauss-Newton.Le gain en nombre d'itérations est enore plus onsidérable pour le problème mal onditionné dela �gure 5.3(b), où l'algorithme LM a onvergé en seulement 28 itérations tandis que l'algorithmele plus performant jusqu'à présent (ALS+ELSCS) a néessité 2.103 itérations.5.5 Compression des données par SVDDans ette setion, nous montrons omment le tenseur des observations peut être ompresséavant d'être déomposé, de manière à réduire le temps de alul. L'outil utilisé pour la rédutionde dimensions de e tenseur est la SVD. Une fois ette étape de pré-traitement ahevée, ladéomposition du tenseur réduit obtenu peut être e�etuée au moyen de l'un des algorithmesitératifs proposés dans ette setion. En�n, après onvergene, les données estimées ompresséessont projetées sur l'espae original. Dans l'appliation onsidérée ii, nous allons ompresserle tenseur des observations Y ∈ CI×J×K dans la dimension 2. Celle-i représente en e�et ladiversité temporelle, J.Ts étant la durée de la fenêtre d'observation à la réeption. On peutdon supposer que J est grand par rapport au fateur d'étalement I et au nombre d'antennes
K.Cette setion s'artiule en deux paragraphes. Dans le paragraphe 5.5.1, nous montrons que si
J ≥ IK le tenseur Y ∈ CI×J×K peut être réduit en un tenseur de dimensions Ȳ ∈ CI×IK×Kpar une simple SVD. Cette proédure est la même quelle que soit la déomposition tensorielleonsidérée.
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LM (b) palierFig. 5.3 � Convergene typique de l'algorithme de Levenberg-MarquardtDans le paragraphe 5.5.2, nous montrons que Y ∈ CI×J×K peut être enore plus ompressé que

Ȳ ∈ CI×IK×K si ertaines hypothèses sur les dimensions sont véri�ées.5.5.1 Compression selon la dimension longuea) PARAFACPour le modèle PARAFAC, Y peut s'érire sous la forme d'une matrie de taille IK × J :
YIK×J = (H⊙A) · ST , (5.39)où H ∈ CI×R, A ∈ CK×R et S ∈ CJ×R. Supposons que J ≥ IK ≥ R et onsidérons lafatorisation suivante ST = S̄T · Z, où S̄ ∈ CIK×R et Z ∈ CIK×J .Considérons alors la SVD suivante YIK×J = U ·D ·VH , où U ·D est de taille IK × IK et VHde taille IK × J . Si on hoisit Z = VH, il existe une matrie S̄ véri�ant

ȲIK×IK = U ·D

= (H⊙A) · S̄T ,où ȲIK×IK = YIK×J ·V−H est une représentation matriielle du tenseur réduit Ȳ ∈ CI×IK×K.Cei peut aussi s'érire sous la forme tensorielle Y = Ȳ •2 VH. On peut ensuite herher ladéomposition PARAFAC du tenseur réduit Ȳ ave l'un des algorithmes itératifs proposés danse hapitre, a�n d'estimer H, A et S̄. L'étape de ompression diminue d'autant plus la quantitéde alul que J est grand devant IK. En�n, après onvergene de l'algorithme dans l'espaeompressé, on obtient une estimation de S par ST = S̄T · Z.b) BCM-(L,L,1)



5.5. Compression des données par SVD 67Le prinipe est le même pour la déomposition en termes de rang-(L,L,1). Soit Y ∈ CI×J×K , etsupposons J ≥ IK ≥ RL. Considérons la représentation matriielle suivante de Y :
YIK×J = (H⊙R A) · ST , (5.40)où H ∈ CI×RL, A ∈ CK×R et S ∈ CJ×RL. Comme préédemment, on peut herher la déom-position en termes de rang-(L,L,1) du tenseur réduit Ȳ ∈ CI×IK×K. Notons toutefois que si lamatrie S des données était Toeplitz, la matrie S̄ ∈ CIK×RL n'a plus ette struture et aprèsretour dans l'espae de départ, la matrie estimée Ŝ n'est pas Toeplitz. Pour r = 1 . . . R, ilexiste en e�et une matrie d'indétermination propre au modèle Fr ∈ CR×R (f Setion 3.3.2)telle que Ŝr = Sr · Fr si le modèle est exat ou Ŝr = Sr · Fr + Rsr si le modèle est bruité, où

Rsr représente le résidu sur la matrie Sr. On peut alors soit trouver la matrie Fr au sensdu maximum de vraissemblane telle que Ŝr ait une struture Toeplitz [8℄, soit faire quelquesitérations dans l'espae de départ ave un algorithme qui impose la struture Toeplitz à haqueitération.) BCM-(L,P,.)De même pour la déomposition de Y en termes de rang-(L,P,.). Supposons que J ≥ IK ≥ RLet onsidérons la représentation matriielle suivante de Y :
YIK×J = [(H1 •3 A1)IK×L . . . (HR •3 AR)IK×L] · ST , (5.41)où Hr ∈ C

I×L×P , A ∈ C
I×RP , S ∈ C

J×RL. On peut herher la déomposition en termes derang-(L,P,.) du tenseur réduit Ȳ ∈ CI×IK×K. Les remarques de la setion préédente onernantla struture Toeplitz s'appliquent également à e modèle.5.5.2 Compression selon le rangDans e paragraphe, nous montrons que la onnaissane a priori du rang de la matrie YIK×Jpermet de tronquer la SVD YIK×J = U ·D ·VH de manière à réduire enore plus les dimensionspar rapport à la solution du paragraphe préédent.� Pour le modèle PARAFAC de l'équation (5.39), si J ≥ IK ≥ R, alors le rang génériquede YIK×J est R, si bien que l'on peut prendre ȲIK×R = [U]:,1:R · [D]1:R,1:R et aluler ladéomposition du tenseur réduit Ȳ ∈ CI×R×K .� Pour les modèle BCM-(L,L,1) et BCM-(L,P,.), si J ≥ IK ≥ RL, alors le rang générique de
YIK×J est RL, si bien que l'on peut prendre ȲIK×RL = [U]:,1:RL · [D]1:RL,1:RL et aluler ladéomposition du tenseur réduit Ȳ ∈ CI×RL×K .Remarque : lorsque les dimensions le permettent, on peut de la même manière e�etuer uneompression des données simultanément dans plusieurs modes de manière à réduire plusieursdimensions du tenseur initial.La �gure 5.4 représente l'évolution du temps par itération pour les algorithmes ALS (en bleu),ALS+ELSCS (en vert) et LM (en rouge), ave ou sans ompression, en fontion du nombre desymboles J olletés. La �gure de gauhe a été obtenue pour le modèle PARAFAC ave I = 8,

K = 6, R = 6 et elle de droite pour le modèle BCM-(L,P,.) ave I = 8, K = 4, L = P = 2
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Fig. 5.4 � Illustration du temps de alul par itération ave ou sans ompressionet R = 4. Toutes les matries ont été générées aléatoirement ave des éléments omplexes dontles parties réelles et imaginaires suivent une distribution gaussienne.Sur les deux �gures, un marqueur irulaire sur les ourbes indique qu'auune ompression n'aété e�etuée sur le tenseur des données avant le alul de sa déomposition. Une roix indiqueune ompression selon la dimension longue (la dimension du nombre de symboles J devient unedimension de longueur KI) et un arré indique une ompression selon le rang (J remplaé par
R pour PARAFAC et par LR pour BCM-(L,P,.)).De manière générale, quel que soit l'algorithme utilisé, une ompression selon la dimensionlongue permet une rédution du temps de alul par itération d'autant plus importante quela taille des données augmente. La ompression selon le rang est enore plus e�ae ar elleréduit enore plus le temps de alul. En omparant les algorithmes ALS et ALS+ELSCS, ononstate que l'insertion de l'étape de reherhe linéaire augmente raisonnablement le temps dealul par rapport à l'emploi de l'ALS seul. L'algorithme de Levenberg Marquardt est onsi-dérablement plus oûteux que l'ALS, pour le modèle PARAFAC. Une analyse plus détaillée(ave le pro�ler de Matlab) montre que 'est la résolution du système (5.24) qui onsomme leplus de temps quand J augmente, e qui est ohérent ar la taille de JH · J augmente ave lenombre d'inonnues. Pour le modèle BCM-(L,P,.), l'éart entre les algorithmes ALS et LM estmoins important. Notons que 'est la version de l'ALS qui préserve la struture Toeplitz quenous avons testé ii (algorithme 5). Une analyse plus détaillée montre que 'est l'étape de miseà jour du veteur générateur des matries Toeplitz, 'est à dire la résolution de (5.3) qui est laplus oûteuse.Grâe à la ompression, on peut ramener le temps de alul par itération de haque algorithmeà un niveau omparable. Cependant, omme nous l'avons noté préédemment, la ompressionengendre une perte de la struture Toeplitz, si bien qu'il faut e�etuer un traitement à pos-teriori pour retrouver ette struture au sens du maximum de vraissemblane a�n de réaliserl'égalisation.Bien que les algorithmes ALS+ELSCS et LM aient un oût de alul par itération plus élevé quel'ALS, le nombre d'itérations qu'ils requièrent pour onverger vers le même point est grandement



5.6. Simulations sur des données non bruitées 69inférieur à l'ALS dans de nombreux problèmes.Dans la setion suivante, nous allons e�etuer une analyse plus omplète du omportement dees algorithmes.5.6 Simulations sur des données non bruitéesDans ette setion, nous onsidérons que le tenseur des observations est non bruité, 'est àdire que sa déomposition selon le modèle à partir duquel il a été onstruit est exate. Sila ondition d'uniité est respetée, la fontion de oût a don pour valeur φ = 0 lorsquele minimum global est atteint ar la norme des résidus est nulle en e point. Nous allonsillustrer le omportement des di�érents algorithmes proposés a�n de mettre en évidene l'impatde plusieurs fateurs sur leurs performanes respetives. Le modèle hoisi pour présenter lesrésultats de ette setion est le BCM-(L,P,.). Cependant, les mêmes expérienes ave les modèlesmoins omplexes PARAFAC et BCM-(L,L,1) donnent des résultats similaires. En e�et, lesalgorithmes testés présentent des aratéristiques qui leur sont propres, et e indépendammentdu modèle algébrique onsidéré.5.6.1 Critère d'arrêtSoit le tenseur des observations non bruitées Y ∈ CI×J×K et soit Ŷ (n) son estimation à l'itération
n. Puisque le modèle est exat, il existe un nombre n tel que φ(n) = 1

2
‖Y − Ŷ (n)‖2F < ǫ, où ǫest un seuil à partir duquel on onsidère que le minimum global a été atteint, par exemple

ǫ = 10−5.On peut dé�nir plusieurs ritères d'arrêt pour les algorithmes itératifs que nous allons omparer.Critère 1 : arrêter l'algorithme si φ(n) < ǫ. Critère uniquement valable si la déomposition estexate (données non bruitées).Cependant, si le tenseur Y est bruité, on doit dé�nir d'autres ritères d'arrêt omme :Critère 2 : arrêter l'algorithme si |φ(n) − φ(n−1)| < ǫ.ouCritère 3 : arrêter l'algorithme si ‖Ŷ (n) − Ŷ (n−1)‖2F < ǫ.Lorsque les données sont non bruitées et si la déomposition est unique, la norme des résidusest nulle lorsque le minimum global est atteint, et 'est l'interprétation du ritère 1. Toutefois,lorsqu'un palier est renontré, φ(n) stagne si bien que le ritère 1 peut ne pas être satisfaitdans un délai de temps raisonnable. C'est pourquoi e ritère est en général ouplé à un autreritère qui permet d'éviter les as extrêmes. On peut par exemple �xer un nombre d'itérationsmaximum, ou un temps maximum autorisé pour atteindre le minimum global.Lorsque les données sont bruitées, la norme des résidus n'est pas nulle lorsque le minimumglobal de φ est atteint. Le ritère 1 ne peut don pas être employé. Dans e as, nous utilisonsle ritère 2 ou le ritère 3 (qui peuvent également être hoisis pour des données non bruitées).Puisque es ritères se basent sur une mesure de la quantité de orretion entre deux itérationssuessives, on peut distinguer deux as :i) soit l'algorithme a atteint son minimum global si bien que ette quantité n'évolue plus,



70 Les Algorithmes de Calul des Déompositions Tensoriellesii) soit l'algorithme traverse un palier si bien que la probabilité qu'il s'arrête sur un point de epalier sans pouvoir atteindre le minimum global n'est pas négligeable.Le as ii) est partiulièrement problématique. Certes, si les données sont non bruitées on peutaisément faire la distintion entre i) et ii) en alulant la norme �nale des résidus. Cependant,si les données sont bruitées, la distintion entre i) et ii) n'est pas aisée ar la norme des résidusque l'on doit obtenir lorsque le minimum global est atteint n'est pas onnue à priori. Pouraugmenter la probabilité de trouver le minimum global ave les ritères 2 ou 3, on peut enpratique proéder à plusieurs initialisations.5.6.2 Impat de l'initialisationL'initialisation des algorithmes proposés a un impat sur leur vitesse de onvergene. Pourillustrer ette remarque, nous avons fait l'expériene suivante : après avoir généré des matries
A, H et S à partir de distribution gaussiennes omplexes ainsi que le tenseur non bruité Ysuivant le BCM-(L,P,.), nous avons testé haque algorithme ave 10 initialisations aléatoireset ave le ritère d'arrêt 1. Nous avons hoisi I = 8, K = 6, J = 50, R = 6, L = 2, P = 2.Notons que dans e as, même si L = P , la ondition RL ≤ min(J, K) n'est pas respetée, sibien que le alul de la déomposition par EVD proposée dans le hapitre 3 n'est pas possible.Dans la �gure 5.5, nous avons reporté l'évolution de la fontion de oût φ pour 3 initialisations :la meilleure, la médiane et la moins bonne, le ritère de séletion étant le nombre d'itérationsnéessaire pour atteindre φ < 10−5.L'ALS (en bleu) est très sensible à l'initialisation. La moins bonne d'entre elles a mené àla onvergene en 500 itérations environ, après la traversée d'un palier, tandis que 100 ité-rations ont été néessaires (sans palier) pour la meilleure. Ce phénomène existe aussi pourl'ALS+ELSCS (en vert) mais ave un impat moindre. Cei s'explique par l'étape de re-herhe linéaire qui permet de réduire la longueur des paliers, rendant de e fait l'algorithmeALS+ELSCS moins sensible à l'initialisation que l'ALS. En�n, l'algorithme LM (en rouge) esttrès peu sensible à l'initialisation, ne traverse pas de palier, et o�re une vitesse de onvergenequadratique dans les itérations �nales.Jusqu'à présent, nous avons évoqué l'existene de problèmes failes ou di�iles selon la pré-sene ou non de paliers et nous avons montré que l'initialisation peut engendrer des paliers.Nous allons maintenant mettre en évidene un fateur qui implique l'apparition de paliers : leonditionnement des données.5.6.3 Impat du onditionnement d'une matrie de donnéesLe prinipe même de l'ALS est une mise à jour au sens des moindres arrés des fateursdans haque mode, e qui en fait une tehnique sensible au onditionnement de es données.Dans [91, 92℄, les auteurs ont montré le lien qui existe entre l'apparition de paliers (�swamps�)et le onditionnement. D'une part, l'initialisation peut parfois mener à des matries estiméesintermédiaires mal onditionnées, e qui explique le omportement de l'ALS mis en évidenedans le paragraphe préédent. D'autre part, es paliers apparaissent également si les données
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Fig. 5.5 � Evolution typique de φ pour 3 initialisations di�érentesoriginales sont elles-mêmes mal onditionnées. C'est e point partiulier que nous allons mettreen évidene dans e paragraphe.La �gure 5.6 illustre l'e�et du onditionnement de la matrie A ∈ CK×RP sur le alul de ladéomposition du BCM-(L,P,.) pour des données non bruitées. Les paramètres hoisis sont : oded'étalement de longueur I = 8, J = 50 symboles olletés, K = 4 antennes, R = 4 utilisateurs,
L = 2 symboles interférents pour haque utilisateur, et P = 3 trajets par utilisateur. Nousgénérons une seule fois les matries H et S puis, pour haque valeur du onditionnement de Aprise dans l'ensemble κ(A) = {1, 5, 10, 30, 50, 80, 100, 150}, nous testons les algorithmes ALS,LM, ALS+ELSCS et ALS+LS proposé par Harshman dans [30℄ ('est à dire le pas de la LineSearh est �xé à ρ = 1.2) ave 30 initialisations aléatoires di�érentes. Le onditionnementde A est imposé à partir de la SVD d'une matrie A aléatoire omplexe de taille K × RP ,
A = U · Σ · VH , après laquelle nous gardons U et V tandis Σ est reonstruite de manièreà obtenir la valeur désirée de κ(A). Puisque le modèle est sans bruit, nous pouvons hoisir leritère d'arrêt numéro 1 a�n d'examiner à quelle vitesse les algorithmes atteignent φ < 10−6.Nous séletionnons la meilleure initialisation omme elle menant au minimum global le plusrapidement.La �gure 5.6(a) représente l'évolution du nombre d'itérations orrespondant à la meilleureinitialisation en fontion de κ(A). L'ALS est très sensible au onditionnement de A puisque lenombre d'itérations varie de 10 à 105 lorsque κ(A) varie de 1 à 150. Les algorithmes ALS+LSet ALS+ELSCS sont également très sensibles à la valeur de κ(A), même si l'étape de reherhelinéaire a permis de réduire le nombre d'itérations par rapport à l'ALS standard. Au ontraire,l'algorithme LM demeure très peu sensible au onditionnement.Ces omportements s'expliquent par la �gure 5.6(b), qui représente l'évolution de la fontionde oût φ en fontion du nombre d'itérations pour les valeurs κ(A) = {10, 30, 100}. Il apparaît
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(b) Evolution de φ pour quelques valeurs de κ(A)Fig. 5.6 � Impat de κ(A) sur le nombre d'itérationsque la vitesse de onvergene de l'ALS diminue drastiquement quand κ(A) augmente ar φdoit traverser un palier dont la longueur augmente ave κ(A). Les algorithme ALS+LS etALS+ELSCS permettent de réduire la longueur de e palier mais ils restent moins performantsque l'algorithme LM. Après quelques pas dans la diretion du gradient (e qui orrespond à delarges valeurs de λ dans 5.24), la vitesse de onvergene de elui-i devient quadratique, e quiest le résultat d'une mise à jour de type Gauss-Newton.5.6.4 Impat de l'e�et Near-FarOn parle d'e�et near-far lorsqu'un appareil mobile émet à une puissane trop élevée, qui éblouittous les autres appareils mobiles du voisinage. Prenons par exemple un appareil mobile émetteurse trouvant au pied de la station de base et d'autres appareils en périphérie. Etant donné quel'atténuation subie par l'onde életromagnétique lors de sa propagation dans l'air est liée à lalongueur du trajet parouru, la puissane reçue du signal de l'utilisateur prohe des antennesest supérieure à elle des autres utilisateurs. Ce problème est partiulièrement important dansles systèmes CDMA, dans la mesure où les utilisateurs ommuniquent simultanément dans lamême bande passante. Les signaux des utilisateurs ontribuent don plus ou moins fortementau mélange global reçu.Une solution possible onsiste à mettre en plae un système de ontr�le de puissane. Le systèmede ontr�le rapide en boule fermée (Closed-loop Power Control) a été retenu pour le W-CDMA.Ce système permet à la station de base de réaliser des estimations régulières (1500 fois parseonde pour haque mobile) du rapport signal à interférene et de demander à l'appareilmobile onerné de réduire sa puissane d'émission ou de l'augmenter. Le ontr�le de puissanepermet ainsi à la station de base de reevoir des signaux de même puissane.Cependant, notre approhe étant non-oopérative, nous supposons qu'auun ontr�le de puis-sane n'est mis en plae, si bien que les signaux des utilisateurs sont reçus ave des niveaux de



5.6. Simulations sur des données non bruitées 73puissane di�érents. Pour illustrer l'e�et near-far sur des données non bruitées, nous généronsle tenseur des observations Y omme suit
Y =

R
∑

r=1

αr
Yr

‖Yr‖F
.

Y résulte don d'une somme pondérée des ontributions normées Yr, où le oe�ient de pon-dération αr permet de simuler l'impat de la ontribution Yr de l'utilisateur r sur le mélangeglobal. Nous dé�nissons le onditionnement du tenseur Y , noté κ(Y), omme
κ(Y) =

max(αr)

min(αr)
.La �gure 5.7 synthétise les résultats de simulations illustrant l'impat de l'e�et near-far surle alul de la déomposition du BCM-(L,P,.) pour des données non bruitées. Les paramètreshoisis sont : ode d'étalement de longueur I = 8, J = 50 symboles olletés, K = 4 antennes,

R = 4 utilisateurs, L = 2 symboles interférents pour haque utilisateur, et P = 3 trajets parutilisateur. Les matries H et A ont été générées selon une distribution gaussienne omplexeet les symboles de la matrie S suivent une onstellation QPSK.Les valeurs de κ(Y) testées sont [1, 5, 10, 20, 40, 60, 80, 100]. Pour haque valeur de κ(Y), nouse�etuons 100 simulations indépendantes (les données sont reonstruites à haque simulation).Pour haque simulation, nous générons 10 initialisations aléatoires di�érentes. Le ritère d'arrêtnuméro 2 est hoisi et les algorithmes testés sont ALS, LM, ALS+ELSCS ainsi que ALS+LSproposé par Harshman dans [30℄ ('est à dire le pas de la Line Searh est �xé à ρ = 1.25). Nousonsidérons qu'une simulation est réussie lorsque l'une des 10 initialisations au moins a menévers le minimum global ('est à dire φ < 10−5).La �gure 5.7(a) représente le nombre de simulations réussies en fontion de κ(Y). Ave un tauxde réussité de 100 % pour toutes les valeurs de κ(Y), l'algorithme de Levenberg-Marquardt esttrès peu sensible à l'e�et near-far, ontrairement à l'ALS, dont le taux de réussite diminue quand
κ(Y) augmente. Cei s'explique par l'apparition de paliers, omme dans la �gure 5.6(b), dontla longueur augmente ave κ(Y). L'insertion de l'étape ELSCS dans l'ALS permet d'amélioreronsidérablement le taux de réussite par rapport à l'ALS standard et par rapport à l'ALS+LS.La �gure 5.7(b) représente le nombre moyen d'initialisations réussies (sur 10 tentées) parmi lessimulations réussies. Ave au moins 8 initialisations réussies en moyenne pour toutes les valeursde κ(Y), l'algorithme LM est le moins sensible à l'initialisation. Au ontraire, les algorithmesALS, ALS+ELSCS et ALS+LS voient e nombre diminuer quand κ(Y) augmente.Pour les initialisations réussies séletionnées, nous avons également relevé le nombre moyend'itérations et le temps moyen néessaires pour atteindre le minimum global. Ces résultats sontrespetivement représentés par les �gures 5.7() et 5.7(d). Le nombre d'itérations de l'algorithmeLM est approximativement onstant quand κ(Y) augmente, ontrairement aux trois autresalgorithmes. Parmi es derniers, l'ALS+ELSCS o�re de meilleures performanes que l'ALS+LSar 'est elui qui réduit le plus la longueur des paliers. L'éart existant entre ALS, ALS+ELSCSet ALS+LS en terme du nombre d'itérations se retrouve en terme de temps de alul sur la�gure 5.7(d). Cei montre que l'insertion de l'étape itérative ELSCS avant l'ALS standard est
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(d) Temps MoyenFig. 5.7 � Impat de l'e�et Near-Far sur des données non bruitéestrès peu oûteuse. Pour l'algorithme LM, l'éart se réduit lorsqu'on mesure le temps de alular l'itération LM est plus oûteuse que l'itération ALS.En onlusion de e paragraphe, il apparaît lairement que l'algorithme LM est le plus robusteà l'e�et Near-Far. Il est don partiulièrement approprié à l'extration de données de faiblepuissane �noyées� parmi des données de forte puissane.5.7 Simulations de Monte Carlo sur des données bruitéesDans la setion préédente, nous avons omparé les algorithmes proposés dans e manusritpour l'extration de données non-bruitées dont le onditionnement varie. Dans ette setion,nous allons illustrer la apaité des réepteurs tensoriels aveugles pour l'extration de données



5.7. Simulations de Monte Carlo sur des données bruitées 75bruitées. Au moyen de simulations de Monte-Carlo, nous allons don représenter l'évolution duTaux d'Erreur Binaire (BER pour �Bit Error Rate�) en fontion du rapport signal à bruit (SNRpour �Signal to Noise Ratio�). Le ritère d'arrêt hoisi pour tous les tests de ette setion est lenuméro 2.Soit Y ∈ CI×J×K le tenseur des observations non bruitées, suivant l'un des modèles multili-néaires proposés. Nous supposons un bruit blan additif gaussien (AWGN pour �Additive WhiteGaussian Noise�) dont les éhantillons sont ontenus dans le tenseur N ∈ CI×J×K. Le tenseurdes observations bruitées Ỹ est généré par̃
Y = Y +N ,et le SNR est dé�ni par

SNR = 10log10

(

‖Y‖2F
‖N‖2F

)

[dB],où la variane de N est alulée de manière à obtenir le SNR hoisi.Puisque l'objetif est de séparer et d'égaliser onjointement les signaux présents dans le mé-lange, nous avons testé la version des algorithmes qui préserve la struture Toeplitz à haqueitération. Pour toutes les simulations, les matries H et A sont générées aléatoirement selon desdistributions gaussiennes omplexes et S est générée aléatoirement ave des symboles QPSK.5.7.1 Impat de l'initialisationLa �gure 5.8 représente les performanes du réepteur BCM-(L,L,1), 'est à dire lors d'unsénario de propagation par trajets multiples ave IES et ré�exion dans le hamp lointain desantennes uniquement. Les valeurs hoisies des paramètres sont : fateur d'étalement I = 8,
J = 100 symboles olletés, K = 4 antennes, L = 2 symboles interférents et R = 4 utilisateurs.La �gure 5.8(a) illustre l'évolution du BER global (moyenné sur tous les utilisateurs) en fontiondu SNR pour les algorithmes aveugles ALS, ALS+ELSCS et LM initialisés une seule foisde manière aléatoire. Comme ourbe de référene, nous omparons au réepteur non-aveugleMMSE. Celui-i suppose une parfaite onnaissane du anal (matrie H) et de la réponse desantennes (matrie A) pour estimer les symboles en une seule étape au sens des moindres arrés.Sur la �gure 5.8(b), une seule initialisation a également été utilisée mais elle-i a été déterminéepar la tehnique EVD proposée dans le hapitre 3. En e�et, puisque la ondition la ondition
RL ≤ min(I, J) est véri�ée, ette tehnique est appliable. Comme l'attestent les performanesde la �gure 5.8(b), omparativement à elles de la �gure 5.8(a), l'initialisation par EVD duBCM-(L,L,1) est bien meilleure ar elle exploite le tenseur des observations, ontrairement àune initialisation aléatoire.La �gure 5.8() représente les résultats obtenus ave 10 initialisations aléatoires. Comparative-ment à la �gure 5.8(a), plusieurs essais ave des initialisations aléatoires di�érentes ont permisd'améliorer grandement les performanes. En e�et, pour haque test de Monte-Carlo, la sé-letion de la meilleure initialisation parmi les 10 tentées permet l'évition des minima loauxdans le alul du BER moyen. Ce proédé est surtout béné�que à l'ALS, dont la sensibilité àl'initialisation a été illustrée dans la setion préédente sur des données non bruitées.
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min(I, J) implique essentiellement une ontrainte sur le fateur d'étalement I, dans la mesureoù le nombre de symboles J orrespond naturellement à la dimension longue.5.7.2 Impat de l'e�et near-farLa �gure 5.9 illustre l'impat de l'e�et near-far sur les performanes du réepteur aveugleBCM-(L,L,1). Nous avons �xé I = 4, J = 100, K = 4, L = 2 et R = 5. Sur la �gure 5.9(a),l'e�et near-far est absent (κ(Y) = 1) tandis que sur la �gure 5.9(b), il est �xé à κ(Y) = 5. Lesperformanes des algorithmes aveugles pour le alul du BCM-(L,L,1) sont omparées à elles duMMSE et à elles de deux réepteurs semi-aveugles : Sba qui suppose une parfaite onnaissanede la réponse des antennes (matrie A onnue), et Sb qui suppose une parfaite onnaissane duanal (matrie H onnue). Ces résultats ont été obtenus à partir de 10 initialisations aléatoires.Sur la �gure 5.9(a), les performanes du réepteur aveugle basé sur l'algorithme de Levenberg-Marquardt, le plus performant ii, sont relativement prohes de elles du MMSE (l'éart estde 3 dB pour BER=10−2). Lorsque κ(Y) augmente (Fig. 5.9(b)), et éart augmente : l'e�etnear-far pénalise les performanes du réepteur aveugle. Notons ependant que l'e�et near-farn'est pas la seule di�ulté au problème présenté ii. En e�et, les valeurs des paramètres sonttelles que le système est surhargé (R > I) et que le nombre d'utilisateurs (R = 5) exède lenombre d'antennes (K = 4).Dans le paragraphe suivant, nous allons illustrer l'impat du nombre d'antennes par rapportau nombre d'utilisateurs,
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κ(Y)=5(b) κ(Y) = 5Fig. 5.9 � Impat de l'e�et near-far5.7.3 Impat du nombre d'antennes et d'utilisateursLa �gure 5.10 illustre les performanes du réepteur aveugle BCM-(L,P,.) pour un fateurd'étalement de longueur I = 12, J = 100 symboles, L = 2 symboles interférents par utilisateur,

P = 2 trajets par utilisateur. Sur la �gure 5.10(a) le nombre d'antennes est K = 4 et le nombred'utilisateurs R = 5, tandis que sur la �gure 5.10(b), K = 6 et R = 3. La omparaison dees deux �gures permet d'illustrer l'impat du fateur K
R
qui orrespond au nombre d'antennesréeptries par utilisateur. Lorsque e fateur augmente, les performanes générales du systèmeaugmentent, algorithmes aveugles et non-aveugles onfondus, et l'éart entre les performanesdu MMSE non-aveugle et elles des algorithmes aveugles se réduit onsidérablement. Ces obser-vations montrent l'importane de la diversité spatiale à la réeption. Lorsque plusieurs versionsd'un même signal sont disponibles à la réeption via l'utilisation de plusieurs antennes, les ré-epteurs tensoriels aveugles que nous proposons exploitent pleinement ette diversité. Celle-iorrespond en e�et à l'une des dimensions du tenseur des observations.5.8 ConlusionDans ette setion, nous avons proposé trois algorithmes pour le alul des déompositionstensorielles du hapitre 3. Dans le ontexte appliatif du hapitre 4, es algorithmes permettentde réaliser onjointement la séparation et l'égalisation aveugles de signaux CDMA reçus par unréseau d'antennes.De manière générale, l'algorithme ALS est très sensible au onditionnement des données, àl'e�et near-far et à l'initialisation. A�n d'éviter les minima loaux vers lesquels l'algorithmerisque de onverger lorsque la fontion de oût renontre un palier, on peut utiliser plusieursinitialisations aléatoires. Celles-i permettent un gain de performane onsidérable, au prix d'unoût alulatoire plus élevé. Lorsque les dimensions le permettent, une initialisation basée sur
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κ(Y)=1(b) K=6 antennes et R=3 utilisateursFig. 5.10 � Impat du nombre d'antennes et d'utilisateursune analyse par EVD du tenseur des observations (f. setion 3.6) est bien plus performantequ'une initialisation aléatoire.L'insertion d'une étape de reherhe linéaire optimisée à pas omplexe (ELSCS) avant haqueitération de l'ALS améliore onsidérablement les performanes, notamment grâe à la rédutionde la taille des paliers. Cette étape onsiste à aluler les raines de polyn�mes de degré 5 et 6.En e sens, son oût de alul est faible devant elui de l'itération ALS tandis que le gain ennombre d'itérations est substantiel.L'algorithme de Levenberg-Marquardt a des propriétés intéressantes par rapport aux algo-rithmes préédents. Il est peu sensible au onditionnement des données et à l'e�et near-far et ilo�re une onvergene quadratique dans les itérations �nales. Certes, le oût d'une itération deet algorithme est plus élevé que pour l'ALS, et son utilisation peut devenir problématique pourdes données de grande taille, omme mentionné dans [46℄ pour la déompositition PARAFAC.Toutefois, la ompression préalable du tenseur des données permet de réduire onsidérablemente oût de alul et de le rendre omparable à elui de l'ALS. De plus, le gain signi�atif ennombre d'itérations de l'algorithme LM ompense d'une ertaine manière e oût de alul plusélevé. En�n, l'algorithme LM ne néessite pas autant d'initialisations que l'ALS, e qui est unavantage non négligeable.La omparaison entre les réepteurs aveugles proposés et le réepteur non-aveugle MMSEmontre que leurs performanes respetives sont d'autant plus prohes que ertains fateursfavorables sont réunis, tels qu'un e�et near-far faible ou un nombre su�sant d'antennes réep-tries.Pour que les réepteurs algébriques multilinéaires proposés aient un sens, la déomposition ten-sorielle sous-jaente se doit d'être unique. L'uniité des déompositions employées assure ene�et l'identi�abilité des ontributions de tous les utilisateurs. Comme nous l'avons mentionnédans le hapitre 3, une nouvelle borne d'uniité a réemment été trouvée pour la déompo-sitition PARAFAC, en reformulant elle-i en terme d'un système de matries à diagonaliser



5.8. Conlusion 79onjointement. Dans le hapitre suivant, nous montrons que ette approhe permet égalementde prouver l'existene d'une nouvelle borne d'uniité pour la déomposition du BCM-(L,L,1).



Chapitre 6Liens entre Déompositions Tensorielles etDiagonalisation Simultanée
6.1 IntrodutionLa diagonalisation simultanée (SD pour �Simultaneous Diagonalization�) d'un système de ma-tries est devenue un outil important en traitement du signal depuis une dizaine d'années. Denombreux auteurs l'ont notamment utilisée dans les appliations de séparation de soures parméthodes statistiques d'ordre supérieur [13, 25, 58, 93�97℄.Réemment, les auteurs de [42, 43, 48℄ ont montré qu'alternativement aux algorithmes d'op-timisation tels que l'ALS, la déomposition PARAFAC peut également être alulée par ladiagonalisation simultanée (SD pour �Simultaneous Diagonalization�) d'un systèmes de ma-tries.Deux résultats prinipaux déoulent de e lien établi entre PARAFAC et SD :i) d'une part, l'algorithme de alul par SD est plus robuste que l'ALS standard,ii) d'autre part, ette nouvelle approhe a permis d'établir une nouvelle borne d'uniité de ladéomposition PARAFAC.Nous rappelons qu'une propriété fondamentale de la déomposition PARAFAC est son uniitésous ertaines onditions. Ainsi, la borne de Kruskal [49℄ orrespond à une limite au nombre deontributions R qui peuvent être extraites de manière unique du tenseur des observations. Ils'agit d'une ondition su�sante garantissant l'uniité. Il s'avère que la nouvelle borne d'uniitéétablie, énonée par le Théorème 3.2 du hapitre 3, est beauoup moins ontraignante que laborne de Kruskal.Dans la ontinuité de ette démarhe, on peut légitimement se demander si les déompositionsen blos généralisant PARAFAC peuvent aussi se aluler par une tehnique de diagonalisationsimultanée. Si ette formulation est possible, il onvient ensuite de s'interroger sur l'éventuellenouvelle borne d'uniité qu'elle implique.Dans un premier temps, en setion 6.2, nous rappelons brièvement la démarhe des auteurs de[42,43,48℄ pour reformuler la déomposition PARAFAC en terme de diagonalisation simultanée.Dans un seond temps, en setion 6.3, nous montrons que la déomposition du BCM-(L,L,1)peut être également alulée par la diagonalisation simultanée d'un système de matries à80



6.2. SD-PARAFAC 81ondition que R ≤ min(IJ, K), i.e., la dimension longue est portée par les veteurs du mode3. Tout d'abord, nous montrons dans la setion 6.3.1 omment le problème du alul de ettedéomposition peut être reformulé de manière générale. Puis, nous montrons en setion 6.3.2que pour le as partiulier L = 2, e problème aboutit à la résolution d'un système de matries àdiagonaliser simultanément. La setion 6.3.3 ontient quelques onsidérations numériques per-mettant de onstruire l'algorithme de alul de la déomposition du BCM-(L,L,1) dans le aspartiulier L = 2. La généralisation de ette approhe pour L > 2 peut être obtenue à partirdes résultats des setions 6.3.2 et 6.3.3. Dans la setion 6.3.4, nous montrons de manière expé-rimentale que l'approhe par diagonalisation simultanée implique une nouvelle borne d'uniitéet nous donnons l'expression analytique de ette nouvelle borne, que nous avions déjà énonéepar le Théorème 3.4 du hapitre 3.En�n, la setion 6.4 présente quelques résultats de simulations.6.2 SD-PARAFACDans ette setion, nous rappelons brièvement la reformulation du alul de la déompositionPARAFAC en termes de diagonalisation simultanée exposée dans [42, 43, 48℄. Cette approhe,inspirée de [98℄, néessite que l'une des trois hypothèses suivantes sur les dimensions du tenseurdes observations Y ∈ CI×J×K soit véri�ée :






R ≤ min(IK, J)
R ≤ min(IJ, K)
R ≤ min(JK, I)

. (6.1)Nous rappelons que I, J , K et R représentent respetivement le fateur d'étalement, le nombrede symboles, le nombre d'antennes et le nombre d'utilisateurs. On peut onsidérer que la di-mension la plus longue du tenseur est J . Dans e as, l'hypothèse R ≤ min(IK, J) est la moinsontraignante d'un point de vue pratique ar ontrairement aux deux autres, elle n'impose pasque le nombre d'utilisateurs soit inférieur au nombre d'antennes ou au fateur d'étalement,mais à leur produit.Considérons alors la représentation matriielle suivante de Y , en termes des inonnues H ∈
CI×R, S ∈ CJ ×R et A ∈ CK×R :

YIK×J = (H⊙A) · ST . (6.2)Si R ≤ min(IK, J), la matrie H ⊙ A est de rang plein ave une probabilité égale à un siles éléments de A et H suivent des lois ontinues [43℄. Supposons que la matrie S est ausside rang plein. Si les éléments de S appartiennent à un alphabet �ni, omme 'est le as enommuniations numériques, il est possible que S ne soit pas de rang plein, mais la probabilitéqu'elle le soit augmente lorsque le nombre de symboles J augmente. Si H⊙A et S sont de rangplein, le rang de YIK×J est R, et sa déomposition en valeurs singulières peut s'érire
YIK×J = U ·Σ ·VH, (6.3)



82 Liens entre Déompositions Tensorielles et Diagonalisation Simultanéeoù U ∈ CIK×R, Σ ∈ CR×R et V ∈ CJ×R. La ombinaison des équations (6.2) et (6.3) permetde déduire l'existene d'une matrie non-singulière W ∈ CR×R a priori inonnue véri�ant
{

H⊙A = U ·Σ ·W
ST = W−1 ·VH . (6.4)Le problème onsiste désormais à trouver la matrie W. Pour résoudre e problème, on part del'observation suivante : les olonnes de H⊙A sont les veteurs hr ⊗ ar, r ∈ [1 : R], 'est à direles représentations vetorielles des matries de rang 1 hr · aT

r . La matrie W ontient don lesoe�ients des ombinaisons linéaires des olonnes de U ·Σ qui mènent à des matries de rang1. C'est ette ontrainte sur W qui est exploitée pour son estimation. Après quelques manipu-lations algébriques impliquant l'utilisation d'une appliation pour la détetion de matries derang 1, il a ainsi été montré [42,43,48℄ que la matrie W est solution d'un système de matriesà diagonaliser simultanément :














M1 = W ·Λ1 ·WT

M2 = W ·Λ2 ·WT

MR = W ·ΛR ·WT

,dans lequel les matries symétriques Mr sont onnues et les matries diagonales Λr sont inon-nues. De nombreuses tehniques existent pour résoudre e système, omme l'algorithme basésur l'itération QZ [25℄. Une fois W estimée, on peut trouver A, S et H.Cette approhe basée sur la diagonalisation simultanée a permis l'obtention d'un résultat fon-damental onernant l'uniité de la déomposition PARAFAC. Ainsi, sous l'hypothèse R ≤
min(IK, J), il a été établi [43℄ que la déomposition PARAFAC est essentiellement unique, ausens générique, si (f Théorème 3.2) :

R(R− 1) ≤
1

2
I(I − 1)K(K − 1). (6.5)Dans le as de tenseurs symmétriques, une borne bien moins ontraignante que la borne deKruskal a été proposée dans [99℄.Le résultat de l'équation (6.5) signi�e que le nombre d'utilisateurs simultanément admissiblesdans le système est substantiellement plus élevé que elui admis par la borne de Kruskal (fThéorème 3.1) qui, sous l'hypothèse R ≤ min(IK, J), peut génériquement s'érire

R + 2 ≤ min(I, R) + min(K, R). (6.6)La �gure 6.1 représente l'évolution du nombre R maximum en fontion des paramètres I et
K, tel que les bornes d'uniité de l'équation (6.5) en rouge, et elle de l'équation (6.6) enbleu ne soient pas dépassées. Dans ette expériene, nous avons �xé la dimension longue à
J = 100 et nous alulons Rmax en faisant varier la valeur de I = K. Il s'avère que la borne deKruskal est nettement dépassée par la nouvelle borne d'uniité, e qui signi�e en pratique que lenombre d'utilisateurs qui sont simultanément admissibles dans le système de ommuniationsest beauoup plus élevé que préédemment.
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Fig. 6.1 � Valeur maximum de R pour garantir l'uniité de PARAFAC6.3 SD-BCM(L,L,1) ave R ≤ min(IJ, K)Dans ette setion, nous montrons que la déomposition en termes de rang-(L,L,1) peut éga-lement être formulée omme un problème de diagonalisation simultanée d'un systèmes de ma-tries. Nous supposons ii que la longue dimension est portée par les termes de rang-1 de ladéomposition, i.e., la troisième dimension (portée par K) du tenseur Y ∈ C
I×J×K véri�e

R ≤ min(IJ, K). (6.7)Certes, pour l'appliation de ette déomposition proposée dans le hapitre 4, ette hypothèseest relativement ontraignante ar le nombre d'utilisateurs R ne peut exéder le nombre d'an-tennes de réeption K. Supposer que le nombre d'antennes est la dimension longue de Y n'esten e�et pas très réaliste, dans la mesure où ette hypothèse engendre un oût matériel onsé-quent. Les résultats de ette setion sont don établis sous un angle mathématique. On peutbien sûr imaginer que dans ertaines appliations futures de ette déomposition, la dimensionlongue �naturelle� (par exemple la dimension temporelle) sera portée par les veteurs dans lemode 3.Nous allons montrer que sous l'hypothèse (6.7), l'approhe par diagonalisation simultanée im-plique une nouvelle borne d'uniité, beauoup moins ontraignante que la borne su�santeénonée par le Théorème 3.3 de la setion 3.3.2.6.3.1 Reformulation du problèmeConsidérons la déomposition en termes blos de rang-(L,L,1) du tenseur Y ∈ CI×J×K,
Y =

R
∑

r=1

(Hr · S
T
r ) ◦ ar,



84 Liens entre Déompositions Tensorielles et Diagonalisation Simultanéeoù les matries Hr ∈ CI×L et Sr ∈ CJ×L sont de rang L et ar est un veteur de taille K × 1.Considérons la représentation matriielle suivante de Y :
YJI×K = [vec(H1 · ST

1 ) . . . vec(HR · ST
R)] ·AT . (6.8)Soient les matries Xr de taille (I×J) et de rang L dé�nies par Xr = Hr ·S

T
r . L'équation (6.8)peut s'érire

YJI×K = [ ve(X1) · · · ve(XR)] ·AT = X̃ ·AT . (6.9)Etant donnée l'hypothèse (6.7), les matries X̃ ∈ CJI×R et A ∈ CK×R sont génériquement derang R ; le rang de YJI×K est don R. Considérons la SVD de YJI×K :
YJI×K = U ·Σ ·VH, (6.10)où U ∈ CJI×R, V ∈ CK×R, et Σ ∈ CR×R est diagonale. Si on pose E = U ·Σ, on peut déduiredes équations (6.9) et (6.10) qu'il existe une matrie non-singulière inonnue W ∈ C

R×R quivéri�e :
{

X̃ = E ·W
AT = W−1 ·VH . (6.11)L'estimation de W est su�sante pour trouver H, S et A. Une fois W trouvée, A est estiméepar A = V∗ ·W−T . En outre, les olonnes de X̃ orrespondent à la représentation vetorisée desmatries Xr = Hr · ST

r de rang L. Ainsi, Hr peut être estimée par les L veteurs singuliers degauhe dominants de Xr multipliés par les valeurs singulières assoiées, tandis que Sr orrespondaux onjugués des L veteurs singuliers de droite dominants. Etant donnée l'indéterminationpropre au modèle BCM-(L,L,1),
Xr = Hr · S

T
r = (Hr · Fr) · (F

−1
r · S

T
r ),les matries Hr et Sr trouvées orrespondent en fait à l'estimation d'une base orthogonale pourl'espae des olonnes des vraies matries Hr et Sr.Le problème onsiste maintenant à trouver W qui véri�e (6.11).A partir de la matrie E ∈ C

JI×R, on peut onstruire l'ensemble des matries E1, . . . ,ER ∈
CI×J , dé�nies par

Er = unvec([E]:,r). (6.12)Cette équation peut enore s'érire
Er = unvec([X̃ ·W−1]:,r)

=

R
∑

k=1

Xk(W
−1)kr. (6.13)Les matries Er peuvent don s'exprimer omme ombinaisons linéaires des matries Xk =

Hk · ST
k de rang L. De manière équivalente, il s'agit de trouver les ombinaisons linéaires desmatries onnues Er qui générent des matries de rang L, ar les oe�ients de es ombinaisonssont eux de W.
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I

J J

=

J

I

+...+

I

Rank L matrix

PSfrag replaements
Xr W1r WRrE1 ER

Pour résoudre e problème, nous avons besoin d'un outil nous permettant de déterminer si unematrie est de rang L, e qui va engendrer un ertain nombre de manipulations algébriques.C'est pourquoi nous proposons d'abord de résoudre le problème pour le as L = 2 , puis degénéraliser à L > 2.6.3.2 Résolution pour L = 2Nous introduisons l'outil suivant qui permet de déterminer si une matrie est de rang 2 ou non.Théorème 6.1 Soit l' appliation Φ : (X,Y,Z) ∈ RI×J × RI×J × RI×J → Φ(X,Y,Z) ∈
CI×I×I×J×J×J dé�nie par

(Φ(X,Y,Z))ijklmn = xilDm,n(yj, zk)− xi,mDl,n(yj, zk) + xi,nDl,m(yj, zk)

+xilDm,n(zj , yk)− xi,mDl,n(zj, yk) + xi,nDl,m(zj, yk)

+yilDm,n(xj , zk)− yi,mDl,n(xj , zk) + yi,nDl,m(xj , zk)

+yilDm,n(zj , xk)− yi,mDl,n(zj , xk) + yi,nDl,m(zj, xk)

+zilDm,n(xjyk)− zi,mDl,n(xj , yk) + zi,nDl,m(xj , yk)

+zilDm,n(yjxk)− zi,mDl,n(yj, xk) + zi,nDl,m(yj, xk), (6.14)où Dm,n(yj, zk) = yjmzkn− yjnzkm. Alors on a Φ(X,X,X) = 0 si et seulement si X est au plusde rang-2.Preuve : Les éléments de Φ(X,X,X)/(3!) orrespondent aux déterminants des di�érentes sous-matries (3× 3) de X. Une ondition néessaire et su�sante pour que X soit au plus de rang-2est que tous es déterminants s'annulent.A partir des R matries onnues Er de l'équation (6.12), on onstruit l'ensemble des R3 tenseurs
{Prst}r,s,t∈[1,R] :

Prst = Φ(Er,Es,Et). (6.15)Remarquons que Φ est symétrique par rapport à l'ordre de ses arguments :
Prst = Pπ(rst) ∀r, s, t (6.16)où π est une matrie de permutation arbitraire. De plus, puisque Φ est trilinéaire, la ombinaisonde (6.13) et (6.15) donne

Prst =
R
∑

u,v,w=1

(W−1)ur(W
−1)vs(W

−1)wtΦ (Xu, Xv, Xw) . (6.17)



86 Liens entre Déompositions Tensorielles et Diagonalisation SimultanéeSupposons maintenant qu'il existe un tenseur symétrique d'ordre trois M ∈ CR×R×R (nousmontrerons l'existene d'un tel tenseur dans la suite) dont les éléments mrst véri�ent :
R
∑

r,s,t=1

mrstPrst = 0. (6.18)La substitution de (6.17) dans (6.18) donne :
R
∑

r,s,t=1

R
∑

u,v,w=1

(W−1)ur(W
−1)vs(W

−1)wtmrstΦ (Xu, Xv, Xw) = 0. (6.19)D'après le Théorème 6.1, on a Φ (Xu, Xu, Xu) = 0, ∀u ∈ [1 : R], ar les matries Xu sont derang L = 2. Ainsi, l'équation (6.19) devient :
R
∑

r,s,t=1

R
∑

u,v,w=1

¬(u=v=w)

(W−1)ur(W
−1)vs(W

−1)wtmrstΦ (Xu, Xv, Xw) = 0. (6.20)De plus, étant donnée la symétrie de Φ etM, (6.20) peut s'érire :
∑R

r,s,t=1

∑R
u,v=1

u 6=v
3 (W−1)ur(W

−1)vs(W
−1)vtmrstΦ (Xu, Xv, Xv)

+
∑R

r,s,t=1

∑R
u,v,w=1

u<v<w
6 (W−1)ur(W

−1)vs(W
−1)wtmrstΦ (Xu, Xv, Xw) = 0.

(6.21)Dé�nissons l'ensemble
Ω = {Φ (Xu, Xv, Xv) | 1 6 u 6= v 6 R} ∪ {Φ (Xu, Xv, Xw) |1 6 u < v < w 6 R}. (6.22)Nous faisons l'hypothèse ruiale que les tenseurs que ontient l'ensemble Ω sontlinéairement indépendants.Comme nous le montrerons par la suite, ette hypothèseimplique une nouvelle borne sur R qui garantit l'uniité de la déomposition duBCM-(L,L,1).La solution de (6.21) peut alors s'érire :

R
∑

r,s,t=1

(W−1)ur(W
−1)vs(W

−1)wtmrst = λuvwδuvδvw ∀u, v, w, (6.23)où δ est le delta de Kroneker (δuv = 1 si u = v, δuv = 0 si u 6= v) et où λuvw est un salairearbitraire.L'équation (6.23) peut se réérire au format tensoriel :
M = D •1 W •2 W •3 W, (6.24)où D ∈ CR×R×R est un tenseur diagonal dont les éléments diagonaux sont les λuuu, u ∈ [1, R].



6.3. SD-BCM(L,L,1) ave R ≤ min(IJ, K) 87Ainsi, tout tenseur diagonal D génère un tenseur M satisfaisant (6.18). En fait, tout tenseur
M de la forme (6.24), ave D un tenseur diagonal arbitraire véri�e (6.18).L'équation (6.18) est un ensemble d'équations linéaires dont les oe�ients sont donnés par leséléments des tenseurs onnus Prst et dont les inonnues sont les éléments mrst deM. Des hoixlinéairement indépendants de D orrespondent à des solutions linéairement indépendantes de(6.18).On peut onlure que si Ω est linéairement indépendant, le noyau de (6.18) ontient R tenseurs
Mr linéairement indépendants, qui peuvent se déomposer selon l'équation (6.24). On obtientdon :

M1 = D1 •1 W •2 W •3 W...
MR = DR •1 W •2 W •3 W, (6.25)où D1, . . . ,DR sont diagonaux. En termes de tranhes matriielles deM1, . . . ,MR, l'ensembledes R équations de (6.25) mène au système suivant de R2 équations :

(M1):,:,r = W · Λ1,r ·W
T...

(MR):,:,r = W · ΛR,r ·W
T ∀r ∈ [1, R], (6.26)où les matries Λ1,r, . . . , ΛR,r, 1 6 r 6 R, sont diagonales.Finalement, l'estimation de W onsiste en la résolution du problème de diagonalisation simul-tanée du système (6.26).6.3.3 Constrution de l'algorithme pour L = 26.3.3.1 Constrution des tenseurs Mr, r = 1 . . . RDans e paragraphe, nous montrons omment les R tenseurs symétriquesMr qui sont solutionsde (6.18) peuvent être onstruits d'une manière numériquement e�ae. Une première approheonsisterait à résoudre (6.18) en rangeant les R3 tenseurs Prst ∈ CI×I×I×J×J×J , où r, s, t ∈ [1, R],dans une matrie P ∈ CI3J3×R3 dont haque olonne ontient la représentation vetorisée detaille I3J3 d'un tenseur Prst donné. L'équation (6.18) peut dans e as s'érire

P ·M = 0I3J3, (6.27)où M est une veteur de taille R3× 1 qui ontient les éléments mrst deM. Comme mentionnépréédemment, ette équation a R solutions linéairement indépendantes. Ainsi, les R tenseurs
Mr sont obtenus en alulant le noyau de P. Si le tenseur initial des observations Y était bruité,les tenseurs Mr sont alulés omme les R veteurs singuliers de droite de P assoiés aux Rplus petites valeurs singulières.Cependant, le alul des solutions Mr par ette approhe n'est pas souhaitable. D'une part,elle implique le alul de la SVD d'une matrie de taille (I3J3 × R3). D'autre part, si nous



88 Liens entre Déompositions Tensorielles et Diagonalisation Simultanéehoisissons R veteurs indépendants dans le noyau de P, il n'y a pas de garanties que les R3oe�ients mrst de haque veteur orrespondent aux oe�ients d'un tenseur symétrique. Ene�et, tout tenseur anti-symétrique M (i.e. mrst = mΠ(rst) pour des permutations paires desindies et mrst = −mΠ(rst) pour des permutations impaires) est également solution de (6.18).Nous allons don montrer omment les solutions symétriques de (6.18) peuvent être trouvées.Etant donnée la symétrie deM et Φ, (6.18) peut s'érire :
R
∑

r=1

Prrrmrrr + 3

R
∑

r,s=1

r 6=s

Prrsmrrs + 6

R
∑

r,s,t=1

r<s<t

Prstmrst = 0. (6.28)Considérons l'ensemble G qui ontient N = R(R + 1)(R + 2)/6 tenseursG = {Prrr| 1 ≤ r ≤ R} ∪ {3Prrs| 1 6 r 6= s 6 R} ∪ {6Prst|1 6 r < s < t 6 R}. (6.29)Construisons la matrie P̃ ∈ C
I3J3×N dont haque olonne p̃rst est une représentation vetoriséede taille I3J3 d'un tenseur donné αrstPrst de l'ensemble G, où αrst prend des valeurs parmi

{1, 3, 6}, selon les valeurs des indies r, s, t.Les équations (6.18) et (6.27) peuvent s'érire
P̃ · M̃ = 0I3J3, (6.30)où M̃ ∈ C

N×1 ontient les N oe�ients permettant de onstruire le tenseur symétrique M.Par exemple, si R = 3, (6.30) prend la forme
(p̃111, p̃222, p̃333, p̃112, p̃113, p̃223, p̃122, p̃133, p̃233, p̃123) ·











m111

m222...
m123











=











0
0...
0











.Finalement, les oe�ients des R tenseursMr sont eux du noyau de P̃. En présene de bruit,on prend les R veteurs singuliers de droite de P̃ assoiés aux R plus petites valeurs singulières.6.3.3.2 Rédution de la taille du système (6.26)Dans (6.26), W ∈ C
R×R peut être trouvée par la diagonalisation simultanée d'un ensemblede R2 matries. Cependant, haune de es R2 matries est générée par les R matries derang 1 de l'ensemble {[W]:,r · [W]T:,r|1 ≤ r ≤ R}. Par onséquent, les R2 matries sont li-néairement dépendantes et la matrie W peut être trouvée en se limitant à un ensemble de

R matries au lieu de R2 à diagonaliser onjointement. Le problème est don de séletionnerles R matries les plus signi�atives de (6.26). Cela peut être fait en onstruisant la matrie
[vec ((M1):,:,1) . . . vec ((MR):,:,R)] de taille R2 × R2, dont les R veteurs singuliers dominantsde gauhe sont séletionnés. Ces veteurs sont ensuite réérits sous forme matriielle pouronstruire l'ensemble {M̌1, . . . , M̌R} de R matries symétriques de taille R× R qu'il faut dia-gonaliser onjointement.



6.3. SD-BCM(L,L,1) ave R ≤ min(IJ, K) 896.3.3.3 Synopsis de l'algorithme pour L = 2L'algorithme 9 synthétise les étapes de alul de la déomposition du BCM-(L,L,1) par diago-nalisation simultanée, dans le as partiulier L = 2.Algorithme 9 : Algorithme SD pour la déomposition du BCM-L,L,1, ave L = 2

• Stak the entries of Y in an (IJ ×K) matrix YJI×K

• Compute SVD YJI×K = U ·Σ ·VH = E ·VH .
• For r ∈ [1, R], stak rth olumn of E in an (I × J) matrix Er

• For r, s, t ∈ [1, R], r ≤ s ≤ t, build the R(R + 1)(R + 2)/6 tensors Prst = Φ(Er,Es,Et)of size I × I × I × J × J × J
• Balane these tensors with the weights αrst ∈ {1, 3, 6} to build the set G of Eq. (6.29)
• Build the matrix P̃ of size (I3J3 × R(R + 1)(R + 2)/6) and ompute its R rightsingular vetors assoiated with the R lowest singular values.
• The R symmetri tensorsMr are built from the entries of these R vetors.
• Build the set of R2 symmetri matries of size R×R from the slies of the tensorsMr,and selet the R most signi�ant M̌r.
• Find the matrix W by means of simultaneous diagonalization of



















M̌1 = W ·Λ1 ·WT

M̌2 = W ·Λ2 ·W
T...

M̌R = W ·ΛR ·WT

(6.31)
• One W is known, the estimation of A, B and C immediately follows.Remarque : La généralisation de la diagonalisation simultanée pour L > 2 déoule diretementdes résultats établis dans ette setion. D'abord, une appliation permettant de déteter si unematrie est de rang L ou non est néessaire. De même que préédemment, la symétrie de etteappliation ainsi que elle du tenseurM d'ordre (L+1) sont utilisées, pour aboutir �nalementà une système de R(L+1) matries à diagonaliser, qui peut lui-même se réduire à un système de

R matries à diagonaliser.6.3.4 Une nouvelle borne d'uniitéDans ette setion, nous donnons une nouvelle borne d'uniité pour la déomposition du modèleBCM-(L,L,1). Notre démarhe est la suivante : d'abord, nous mettons en évidene l'existened'une nouvelle borne de manière empirique pour L = 2, puis nous prouvons l'expression analy-tique de ette borne pour L = 2, et en�n nous généralisons ette borne pour L > 2.6.3.4.1 Borne expérimentale pour L = 2La formulation du alul de la déomposition du BCM-(2,2,1) en termes d'un système à diago-naliser onjointement a néessité l'hypothèse forte d'indépendane linéaire de l'ensemble Ω
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I J K R

(SC)
max R

(SD)
max3 4 2 1 23 5 3 1 33 6 4 1 43 7 5 1 54 4 4 2 44 5 5 2 54 6 7 3 74 7 8 3 85 5 7 2 75 6 9 3 95 7 11 3 115 8 14 4 14

I J K R
(SC)
max R

(SD)
max6 6 12 4 126 7 15 4 156 8 17 5 176 9 20 5 207 7 18 4 187 8 21 5 217 9 25 5 257 10 28 6 288 8 25 6 258 9 29 6 298 10 33 7 338 11 37 7 37Tab. 6.1 � Borne expérimentale pour l'uniité du BCM-(2,2,1)

Ω = {Φ (Xu, Xv, Xv) | 1 6 u 6= v 6 R} ∪ {Φ (Xu, Xv, Xw) |1 6 u < v < w 6 R}. (6.32)Dans le tableau 6.1, nous montrons par des résultats expérimentaux que ette hypothèse sur Ωimplique en fait une nouvelle borne sur le nombre R de ontributions qui peuvent être extraitesdu tenseur des observations. Nous faisons l'expériene suivante : on �xe L = 2 et pour desvaleurs données de I, J et K qui satisfont min(IJ, K) ≥ R, on herhe la valeur maximale de
R, notée R

(SD)
max , telle que l'ensemble Ω soit enore linéairement indépendant. On ompare alorsette valeur à la valeur maximale de R, notée R

(SC)
max telle que la ondition su�sante d'uniitédonnée par le Théorème 3.3 (ii) soit enore véri�ée

min(

⌊

I

L

⌋

, R) + min(

⌊

J

L

⌋

, R) ≥ R + 2.Le tableau 6.1 indique que R
(SD)
max est signi�ativement plus grand que R

(SC)
max . Ainsi, la diago-nalisation simultanée implique une borne d'uniité beauoup moins ontraignante que la bornepréédente ar elle autorise l'extration d'un nombre de ontributions substantiellement plusélevé. Les paragraphes suivants donnent les expressions analytiques de ette nouvelle bornepour L = 2 et L > 2.6.3.4.2 Borne analytique pour L = 2Dans la setion 6.3.2, nous avons supposé que R ≤ min(IJ, K) et que l'ensemble Ω est linéai-rement indépendant. L'examination des onditions garantissant l'indépendane linéaire de Ωnous a permis de trouver l'expression analytique de la nouvelle borne d'uniité pour la déom-position en termes de rang-(2,2,1), donnée par le théorème suivant.
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Fig. 6.2 � Valeur maximum de R pour garantir l'uniité du BCM-(L,L,1)Théorème 6.2 La déomposition en termes de rang-(2,2,1) d'un tenseur d'ordre 3 est généri-quement unique si
R ≤ K et C3

I .C
3
J ≥ (C3

R + 2C2
R). (6.33)La preuve de e théorème est donnée en Annexe A.6.3.4.3 Borne analytique ∀LLe résultat suivant généralise la nouvelle borne d'uniité pour toutes les valeurs de L.Conjeture 6.3 La déomposition en termes de rang-(L,L,1) d'un tenseur d'ordre 3 est géné-riquement unique si

R ≤ K et CL+1
I .CL+1

J ≥ CL+1
R+L − R. (6.34)Les éléments de preuve de ette onjeture sont donnés en Annexe B. La démonstration �naliséen'est pas présentée dans e manusrit.Nous pouvons maintenant omparer ette nouvelle borne à elle du Théorème 3.3. Notons quel'hypothèse (6.7) implique que 'est à la borne su�sante (ii) de e Théorème que nous pouvonsomparer la nouvelle borne (6.34).La �gure 6.2 représente le nombre maximum R tel que es deux bornes ne soient pas dépassées.La borne su�sante du Théorème 3.3 est notée borne 1 tandis que la nouvelle borne est notéeborne 2. Nous avons �xé la dimension longue à K = 200 et nous faisons varier I = J . Pour lesvaleurs L = 2, L = 3 et L = 4, nous représentons l'évolution du nombre R maximum tel que lesdeux bornes soient satisfaites. Il s'avère que la nouvelle borne est beauoup moins ontraignanteque la borne su�sante du Théorème 3.3 (ii) dans la mesure où elle permet d'extraire du tenseurdes observations un nombre de ontributions substantiellement plus élevé.



92 Liens entre Déompositions Tensorielles et Diagonalisation Simultanée6.4 Résultats de simulationsDans ette setion, nous omparons les performanes de l'algorithme SD-(L,L,1) (algorithme9) à elles de l'algorithme ALS-(L,L,1) (algorithme 2) donné dans le hapitre 5. Nous généronsle tenseur des observations bruitées Ỹ de la manière suivante :
Ỹ =

Y

‖Y‖F
+ σN

N

‖N‖F
, (6.35)où :- Y ∈ CI×J×K est le tenseur des observations non bruitées, qui peut peut être déomposé demanière exate en termes de rang-(L,L,1),- N ∈ CI×J×K est le tenseur de bruit dont les éléments suivent une distribution Gaussienne demoyenne nulle et de variane 1,- σN ontr�le le niveau de bruit.Nous rappelons que les matries inonnues de la déomposition sont H ∈ CI×RL, S ∈ CJ×RL et

A ∈ CK×R.D'une part, l'algorithme ALS est utilisé ave 10 initialisations aléatoires di�érentes. Notons
Â(n) l'estimation de A à l'itération n et Â

(n) la matrie obtenue en divisant toutes les olonnesde Â(n) par leur norme Frobenius. L'ALS est arrêté lorsque ‖Â(n)
−Â

(n−1)
‖F < ǫ, où ǫ = 10−10.D'autre part, l'algorithme SD est appliqué. Le problème de diagonalisation simultanée de l'équa-tion (6.31) est résolu par la tehnique d'itération QZ-étendue proposée dans [25℄.Pour les deux algorithmes, la préision est mesurée par l'erreur relative e = ‖Y − Ŷ‖F /‖Y‖F ,où le tenseur estimé Ŷ est onstruit à partir des matries estimées après onvergene de l'algo-rithme.Pour illustrer l'évolution de l'erreur e en fontion du niveau de bruit σN , nous avons utilisé dessimulations de Monte-Carlo onsistant en 100 tests indépendants pour haque valeur de σN . La�gure 6.3 synthétise les résultats de simulations obtenus pour des paramètres de valeur I = 6,

J = 6, K = 20 et L = 2. Nous avons représenté l'erreur moyenne ainsi que l'erreur médiane,pour les valeurs R = 3 et R = 7.La �gure 6.3(a) montre que la préision moyenne de l'algorithme SD est meilleure que l'ALSinitialisé 3 fois. A partir de la 4 ème initialisation les deux ourbes sont onfondues. La préisionmédiane (�gure 6.3(b)) est quant à elle identique pour les deux algorithmes dès la premièreinitialisation de l'ALS. En e�et, ontrairement à la mesure moyenne, la mesure médiane ne prendpas en ompte les valeurs extrêmes de e oasionnées par l'arrêt de l'ALS sur un minimum loal.Notons que les résultats des �gures 6.3(a) et 6.3(b) ont été obtenus ave une valeur de R = 3,e qui signi�e que la borne su�sante d'uniité du Théorème 3.3 (ii) n'est pas dépassée (et afortiori la nouvelle borne non plus).Les �gures 6.3() et 6.3(d) ont été obtenues dans les mêmes onditions que préédemment,mais ave R = 7, si bien que seule la nouvelle borne d'uniité n'est pas dépassée. On onstatedans e as que la préision moyenne de l'ALS après 10 initialisations est enore très loin deelle de l'algorithme SD. Il faudrait hoisir un nombre d'initialisations plus élevé pour queles performanes de l'ALS s'approhent de elles de SD. Cet éart de performane se traduit



6.5. Conlusion 93

0 1 2 3 4 5
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−log(σ
N

)

 

 

e

ALS with 1 init
ALS with 3 init
SD (a) Mean error, R=3 0 1 2 3 4 5

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−log(σ
N

 )

e

ALS with 1 init
SD(b) Median error, R=3

0 1 2 3 4 5
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−log(σ
N

 )

e

 

 

ALS with 1 init
ALS with 5 init
ALS with 10init
SD() Mean error, R=7 0 1 2 3 4 5

10
−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

−log(σ
N

 )

e

ALS with 1 init
ALS with 2 init
SD(d) Median error, R=7Fig. 6.3 � Evolution de e en fontion de σNégalement au niveau de l'erreur médiane, où il faut attendre 3 initialisations pour que les ourbessoient identiques.6.5 ConlusionDans e hapitre, nous avons établi un lien entre la déomposition du BCM-(L,L,1) et la dia-gonalisation simultanée d'un système de matries. Cette approhe avait notamment permis ladéouverte d'une nouvelle borne d'uniité pour la déomposition PARAFAC. Sa généralisa-tion au modèle BCM-(L,L,1) nous a également permis de trouver une nouvelle borne d'uniitépour e modèle, beauoup moins ontraignante que la ondition d'uniité du Théorème 3.3(ii). Cependant, ette borne est valable si la dimension longue du tenseur des observations estportée par les termes de rang 1. Dans le ontexte appliatif de e manusrit, ette ondition est



94 Liens entre Déompositions Tensorielles et Diagonalisation Simultanéeontraignante ar ette dimension orrespond au nombre d'antennes.C'est pourquoi nous nous sommes réemment intéressés au as où la dimension longue estportée par l'une des deux matries de rang L, par exemple la matrie Toeplitz qui ontient lessymboles. Nos premiers résultats, non exposés dans e doument, suggèrent que l'on peut danse as formuler la déomposition du BCM-(L,L,1) omme un problème de blo-diagonalisationsimultanée.



Chapitre 7Conlusion
7.1 ContributionsLes travaux présentés dans e doument s'insrivent dans le adre des méthodes algébriquesdéterministes pour la séparation aveugle de signaux CDMA reçus par un réseau d'antennes,dans un ontexte multi-utilisateurs. Les problèmes de séparation aveugle de soures sont las-siquement formulés en termes d'algèbre matriielle. L'originalité de notre approhe réside dansla modélisation tensorielle des signaux reçus. L'exploitation des diversités temporelle, spatialeet de ode permet en e�et de stoker les éhantillons du signal global reçu dans un tenseurd'ordre trois. La séparation des signaux onsiste alors à déomposer e tenseur au moyen d'ou-tils d'algèbre multilinéaire, a�n d'estimer la ontribution de haque utilisateur.Les travaux fondamentaux de Sidiropoulos, Giannakis et Bro ont montré que la déompositionPARAFAC du tenseur des observations permet de résoudre le problème si le anal de propa-gation est sans-mémoire. Nous avons proposé d'étendre ette approhe aux anaux à trajetsmultiples engendrant de l'IES.Le tableau 7.2 synthétise le ontenu de e doument et donne le numéro de setion assoiée àhaun des aspets étudiés.D'un point de vue mathématique, la ontribution prinipale de nos travaux est la généralisationde la déomposition PARAFAC d'un tenseur d'ordre trois. Dans ette optique, nous avonsintroduit de nouvelles déompositions tensorielles. Tandis que la déomposition PARAFAConsiste en une somme de ontributions de rang 1, es nouvelles déompositions permettent demodéliser des ontributions plus omplexes.D'un point de vue appliatif, nous avons établi que les déompositions PARAFAC généraliséespermettent de réaliser onjointement la séparation et l'égalisation aveugles des signaux CDMAprésents dans un mélange onvolutif. La séparation repose sur l'uniité des déompositionstensorielles. Cet aspet est fondamental ar dans le ontexte appliatif onsidéré, l'uniité s'in-terprète omme le nombre maximum d'utilisateurs qui peuvent ommuniquer simultanémentdans le système. L'égalisation repose quant à elle sur la préservation de la struture Toeplitzde la matrie ontenant les symboles transmis par haque utilisateur.D'un point de vue algorithmique, nous avons développé plusieurs tehniques de alul desnouvelles déompositions. L'algorithme ALS nous a donné un premier aperçu des performanes95



96 ConlusionModèle Uniité Appliation Algorithmes CompressionPARAFAC :3.2 3.2.2 Séparation,anal instantanné4.3 EVD : 3.6.1ALS :5.2.1ELSCS :5.3LM :5.4.2SD :6.2 Selondimensions :5.5.1Selon rang :5.5.2BCM-(L,L,1) : 3.3 3.3.2 Séparation etégalisation :anal multitrajets,ré�exions hamplointain4.4
EVD : 3.6.2ALS : 5.2.2ELSCS : 5.3LM :5.4.3SD :6.3 Selondimensions :5.5.1Selon rang :5.5.2BCM-(L,P,.) : 3.4 3.4.2 Séparation etégalisation :anal multitrajets,ré�exions nonuniquement hamplointain4.5
EVD : 3.6.3ALS : 5.2.3ELSCS : 5.3LM : 5.4.4 Selondimensions :5.5.1Selon rang :5.5.2Tab. 7.2 � Tableau synthétique des ontributions de e doumentque l'on peut obtenir ave les réepteurs aveugles proposés. Cependant, et algorithme est trèssensible au onditionnement et à l'initialisation et sa onvergene est parfois lente. En nousinspirant des travaux réents de Comon et Rajih, nous avons ensuite montré que l'insertiond'une étape de reherhe linéaire optimisée ave pas omplexe (ELSCS) dans l'ALS permetd'améliorer onsidérablement ses performanes. En�n, nous avons établi que l'algorithme deLevenberg-Marquardt peut être adapté au alul des déompositions tensorielles généralisées.Cet algorithme de type Gauss-Newton est beauoup moins sensible au onditionnement desdonnées que l'ALS ou l'ELSCS et il o�re de meilleures propriétés de onvergene. Il néessiteependant un temps de alul plus onséquent, surtout pour des données de grande taille.Pour pallier et inonvénient, on peut préalablement réaliser une ompression du tenseur desobservations puis aluler la déomposition du tenseur de dimensions réduites. Nous avonségalement établi que sous ertaines onditions, les déompositions tensorielles peuvent êtrealulées de manière non-itérative par une simple déomposition en valeurs propres. En présenede bruit, ette tehnique permet de bien initialiser les algorithmes d'optimisation préédents.En�n, nous nous sommes intéressés plus en détail à l'uniité des déompositions tensorielles.Pour la déomposition PARAFAC, des travaux réents ont montré que la reformulation duproblème en terme d'un système de matries à diagonaliser onjointement permet de trouver unenouvelle borne d'uniité, beauoup moins ontraignante que la borne de Kruskal. En adoptantla même démarhe, nous avons reformulé le alul de l'une des déompositions généralisées etnous avons établi l'expression analytique d'une nouvelle borne d'uniité.



7.2. Perspetives 977.2 Perspetives7.2.1 AppliationsLe ontexte appliatif de e doument se limite aux systèmes CDMA. Cependant, l'appliationdes nouveaux modèles algébriques proposés aux systèmes sur-éhantillonnés est également envi-sageable. Dans e as, la diversité de ode est remplaée par une diversité de sur-éhantillonnagetemporel et les symboles ne sont pas multipliés par une onde d'étalement mais diretement parun �ltre de mise en forme sur-éhantillonné.Nous avons onsidéré dans notre étude la liaisonmontante d'un système SIMOmulti-utilisateurs,i.e. haque utilisateur ne dispose que d'une seule antenne. Une perspetive envisageable seraitde généraliser les modèles proposés pour résoudre le problème de déonvolution aveugle dansun système MIMO multi-utilisateurs.On peut également envisager une appliation de es modèles en OFDM, où le nombre deporteuses peut être onsidéré omme une diversité exploitable d'un point de vue tensoriel.Plusieurs travaux adoptant un point de vue tensoriel en OFDM ont d'ailleurs été proposésréemment [100�102℄.Une autre appliation possible de l'analyse tensorielle en omposantes blos onsiste à modéliserle ouplage entre trames à transmettre, antennes de transmission et odes d'étalement dans lessystèmes MIMO (�spae-time oding�). En e�et, dans e type de systèmes, les signaux sontnaturellement multi-dimensionnels et une modélisation tensorielle semble adéquate [103℄.En�n, même si les nouveaux outils mathématiques proposés trouvent une appliation direteen traitement du signal pour les téléommuniations, ils dépassent de loin e ontexte. Dansla mesure où le hamp appliatif du modèle PARAFAC s'est onsidérablement élargi depuis1970, une perspetive possible sur le long terme serait d'appliquer les déompositions PARA-FAC généralisées à des problèmes multivariés qui ne peuvent être résolus par la déompositionPARAFAC standard.7.2.2 Suivi de sous-espaesLes algorithmes présentés dans e doument supposent le anal temporellement stationnairedurant la période d'observation. Dans la mesure où notre approhe est purement déterministe,es algorithmes peuvent fontionner sur des trames très ourtes. Cependant, s'il existe desontraintes temps-réel, le alul d'une déomposition tensorielle omplète pour haque trameolletée risque d'être trop oûteux. Une perspetive possible serait de développer des algo-rithmes adaptatifs de suivi aveugle de sous-espaes pour les déompositions tensorielles.
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Annexe APreuve du Théorème 6.2Dans ette annexe nous démontrons le Théorème 6.2 du hapitre 6.Théorème 6.2 La déomposition en termes de rang-(2,2,1) d'un tenseur d'ordre 3 est généri-quement unique si
R ≤ K et C3

I .C
3
J ≥ (C3

R + 2C2
R). (A.0.1)Pour démontrer e théorème, nous allons utiliser plusieurs Lemmes intermédiaires.Lemme 1 Considérons H ∈ CI×LR et S ∈ CJ×LR, partitionnées en R blos Hr ∈ CI×L et

Sr ∈ C
J×L . Génériquement, on a :

rank( ve(H1 · ST
1 ) · · · ve(HR · ST

R) ) = min(IJ, R).Preuve du Lemme 1 :Notons X̃ la matrie de taille JI × R dé�nie par X̃ = [ve(H1 · ST
1 ) · · ·ve(HR · ST

R)]. Notons
R̃ = rank(X̃). Supposons que R̃ < min(IJ, R). La démonstration est basée sur l'observationqu'une perturbation générique des veteurs {ve(Hr · ST

r )} , r = 1 . . . R, rend et ensemblelinéairement indépendant. Supposons, sans perte de généralité, que la matrie H1 ·ST
1 est dansl'espae vetoriel V généré par Hr ·ST

r , r = 2, 3, . . . , R. Il su�t de prouver qu'une perturbationgénérique de H1 · ST
1 n'est pas dans V. Soit la matrie V⊥ ∈ CI×J appartenant au omplémentorthogonal de V, i.e., le produit salaire de V⊥ et de toute matrie dans V est nul. Nous avons

〈

H1 · ST
1 ,V⊥

〉

= 0· Notons par H̃1 · S̃T
1 la version perturbée de H1 · ST

1 . Génériquement, on a
〈

H̃1 · S̃T
1 ,V⊥

〉

= Trace(H̃T
1 ·V

⊥ · S̃1) 6= 0, i.e., la perturbation a une omposante orthogonale àV. Par onséquent, ve(H̃1 · S̃T
1 ) a une omposante orthogonale à ve(Hr · ST

r ), r = 2, 3, . . . , R.107



108 Preuve du Théorème 6.2Lemme 2 Soient v1, . . . ,vM des veteurs linéairement indépendants de CN3. Soient c1, . . . , cRdes veteurs de CN . Si
R ≤ N et (C3

R + 2C2
R) + M ≤ N3, (A.0.2)alors les veteurs vm, 1 ≤ m ≤ M , et les C3

R + 2C2
R veteurs de l'ensemble

{(cu ⊗ cv ⊗ cv)| 1 ≤ u 6= v ≤ R } ∪ {(cu ⊗ cv ⊗ cw)| 1 ≤ u < v < w ≤ R }sont linéairement indépendants pour un hoix générique de cr, 1 ≤ r ≤ R.Preuve du Lemme 2 :Dé�nissons
V = {vm|1 ≤ m ≤M},

ΓR = {(cu ⊗ cv ⊗ cv)| 1 ≤ u 6= v ≤ R } ∪ {(cu ⊗ cv ⊗ cw)| 1 ≤ u < v < w ≤ R },et
ΓR−1 = {(cu ⊗ cv ⊗ cv)| 1 ≤ u 6= v ≤ R − 1} ∪ {(cu ⊗ cv ⊗ cw)| 1 ≤ u < v < w ≤ R− 1 }.L'ensemble ΓR ontient C3

R+2C2
R = R(R−1)(R+4)

6
veteurs, et l'ensemble ΓR−1 en ontient C3

R−1+

2C2
R−1 = (R−1)(R−2)(R+3)

6
.Nous prouvons le Lemme 2 par réurrene. Nous montrons d'abord que le lemme est vrai pour

R = 2. Ensuite, nous montrons qu'en supposant le lemme vrai pour (M, R − 1), il est enorevrai pour (M, R) si (A.0.2) est satisfait.- Initialisation. Soit V ⊥ ∈ C
N3 un veteur orthogonal aux veteurs de V . Pour initialiserl'indution, il su�t de montrer que (c1 ⊗ c2 ⊗ c2) et (c2 ⊗ c1 ⊗ c1) ont tous les deux desomposantes dans la diretion de V ⊥. Dé�nissons le tenseur d'ordre trois V⊥ ∈ CN×N×N par

(V⊥)n1,n2,n3 = (V ⊥)(n1−1)N2+(n2−1)N+n3. Nous avons alors (c1⊗c2⊗c2)
T ·V ⊥ = V⊥•1c2•2c2•3c1et (c2 ⊗ c1 ⊗ c1)

T · V ⊥ = V⊥ •1 c1 •2 c1 •3 c2, qui sont génériquement non nuls.- Hypothèse de réurrene : nous supposons maintenant que l'ensemble V ∪ ΓR est linéai-rement dépendant. Nous prouvons que et ensemble devient linéairement indépendant par uneperturbation générique du veteur cR. Nous proédons par ontradition : nous allons montrerque l'hypothèse de dépendane linéaire de V ∪ ΓR induit la dépendane linéaire de V ∪ ΓR−1.Les matries [c1 . . . cR−2], [c2 . . . cR−1] et [c3 . . . cR], de taille N × (R − 2) sont génériquementde rang R− 2 d'après l'hypothèse R ≤ N . Par une propriété du produit de Kroneker, le rangde [c1 . . . cR−2] ⊗ [c2 . . . cR−1] ⊗ [c3 . . . cR] est égal à son nombre de olonnes. L'ensemble ΓR,qui ontient des olonnes de ette dernière matrie, est don linéairement indépendant. Soit c̃Rune version perturbée de cR, qui n'est pas proportionnelle à cR. L'ensemble ΓR est remplaépar Γ̃R. Supposons que V ∪ Γ̃R est enore linéairement dépendant. Génériquement, on peutsupposer que v1 peut être érit omme ombinaison linéaire des veteurs dans (V \{v1}) ∪ ΓR.On peut aussi supposer que v1 est une ombinaison linéaire des veteurs de (V \{v1}) ∪ Γ̃R.En d'autres termes, v1 est dans l'intersetion des sous-espaes W et W̃ respetivement généréspar (V \{v1})∪ΓR et (V \{v1})∪Γ̃R. W est la somme du sous-espae généré par (V \{v1})∪ΓR−1et du sous sous-espae {ΓR\ΓR−1} généré par {(cu ⊗ cR ⊗ cR)| 1 ≤ u ≤ R− 1 } ∪ {(cR ⊗ cv ⊗
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cv)| 1 ≤ v ≤ R− 1 } ∪ {(cu ⊗ cv ⊗ cR)|1 ≤ u < v ≤ R − 1}. W̃ est la somme du sous-espae généré par (V \{v1}) ∪ ΓR−1 et du sous-espae {Γ̃R\ΓR−1} généré par {(cu ⊗ c̃R ⊗
c̃R)| 1 ≤ u ≤ R− 1 }∪{(c̃R⊗cv⊗cv)| 1 ≤ v ≤ R− 1 }∪{(cu⊗cv⊗ c̃R)|1 ≤ u < v ≤ R−1}.
W ne peut pas être égal à CN3 puisque dim(W ) ≤ M − 1 + CR

3 + 2CR
2 < N3 ; W̃ ne peutpas non plus être égale à CN3 . Les veteurs de l'ensemble {ΓR\ΓR−1} ∪ {Γ̃R\ΓR−1} sont desolonnes de la matrie [c1 . . . cR−1cRc̃R] ⊗ [c1 . . . cR−1cRc̃R] ⊗ [c1 . . . cR−1], don es veteurssont linéairement indépendants. Nous en onluons que l'intersetion de W et W̃ est égal ausous-espae généré par (V \{v1}) ∪ ΓR−1. Puisque v1 est dans l'intersetion de W et W̃ , ilpeut s'érire omme ombinaison linéaire des veteurs de (V \{v1}) ∪ ΓR−1. Cela signi�e quel'ensemble V ∪ ΓR−1 est linéairement dépendant.En résumé, nous avons montré que si l'on suppose V ∪ΓR linéairement dépendant, alors V ∪ΓR−1est linéairement dépendant. Par indution, si V ∪ΓR−1 est linéairement indépendant, alors V ∪ΓRest linéairement indépendant, e qui onlue la preuve.Lemme 3 Soient v1, . . . ,vM des veteurs linéairement indépendants dans CI3J3. Soient h1, . . . ,hRdes veteurs dans CI et soient s1, . . . , sR des veteurs dans CJ . Si

R ≤ IJ et (CR
3 + 2CR

2 ) + M ≤ I3J3, (A.0.3)alors les veteurs vm, 1 ≤ m ≤ M , et les CR
3 + 2CR

2 veteurs de l'ensemble {(hu ⊗ su ⊗ hv ⊗
sv ⊗ hv ⊗ sv)| 1 ≤ u 6= v ≤ R } ∪ {(hu ⊗ su ⊗ hv ⊗ sv ⊗ hw ⊗ sw)| 1 ≤ u < v < w ≤ R } sontlinéairement indépendants pour un hoix générique de hr et sr, 1 ≤ r ≤ R.Preuve du Lemme 3 :La preuve est analogue à elle du Lemme 2. Le r�le de [c1 . . . cR−2], [c2 . . . cR−1] et [c3 . . . cR] estmaintenant joué par [h1 ⊗ s1 . . .hR−2 ⊗ sR−2], [h2 ⊗ s2 . . .hR−1 ⊗ sR−1] et [h3 ⊗ s3 . . .hR ⊗ sR].Ces dernières sont génériquement de rang plein si R ≤ IJ d'après le Lemme 1.Nous avons désormais assez d'éléments pour prouver le théorème 6.2.Preuve du Théorème 6.2 : La seonde inégalité de e théorème, C3

I .C3
J ≥ (C3

R + 2C2
R), impliqueque R ≤ IJ , et la ombinaison ave la première inégalité,R ≤ K, implique que R ≤ min(IJ, K),e qui est une ondition néessaire pour que X̃ et A soient génériquement de rang R (fequation 6.9). Nous allons maintenant montrer que la seonde inégalité garantit génériquementl'indépendane linéaire de l'ensemble Ω dé�ni par l'équation (6.22).Considérons l'appliation bijetive F suivant permettant d'érire les veteurs x de CI3J3 sousforme de tenseur de CI×I×I×J×J×J :

(F(x))ijklmn = x(i−1)I2J3+(j−1)IJ3+(k−1)J3+(l−1)J2+(m−1)J+n.L' image du tenseur Φ(Hu ·S
T
u ,Hv ·S

T
v ,Hw ·S

T
w) ∈ C

I×I×I×J×J×J par l'appliation inverse F−1est un veteur de taille I3J3 dé�ni par :
F−1(Φ(Hu · ST

u ,Hv · ST
v ,Hw · ST

w))

= F−1(Φ(
∑L=2

l1=1[Hu]:,l1 · [Su]
T
:,l1

,
∑L=2

l2=1[Hv]:,l2 · [Sv]
T
:,l2

,
∑L=2

l3=1[Hw]:,l3 · [Sw]T:,l3))

= F−1(
∑2

l1,l2,l3=1 Φ([Hu]:,l1 · [Su]
T
:,l1

, [Hv]:,l2 · [Sv]
T
:,l2

, [Hw]:,l3 · [Sw]T:,l3)),

(A.0.4)



110 Preuve du Théorème 6.2où la propriété de trilinéarité de l'appliation Φ a été utilisée. Nous notons Hu,l1, Hv,l2 et Hw,l3les veteurs [Hu]:,l1 , [Hv]:,l2 et [Hw]:,l3, de taille I × 1. De même, nous notons Su,l1, Sv,l2 et Sw,l3les veteurs [Su]:,l1 , [Sv]:,l2 et [Sw]:,l3, de taille J × 1.En utilisant la dé�nition de l'appliation Φ du Théorème 6.1, l'équation (A.0.4) peut alorss'érire omme :
F−1(Φ(Hu · ST

u ,Hv · ST
v ,Hw · ST

w))

=
∑2

l1,l2,l3=1

















Hu,l1 ⊗Hv,l2 ⊗Hw,l3

−Hu,l1 ⊗Hw,l3 ⊗Hv,l2

+Hv,l2 ⊗Hw,l3 ⊗Hu,l1

−Hv,l2 ⊗Hu,l1 ⊗Hw,l3

+Hw,l3 ⊗Hu,l1 ⊗Hv,l2

−Hw,l3 ⊗Hv,l2 ⊗Hu,l1

















⊗

















Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sw,l3

−Su,l1 ⊗ Sw,l3 ⊗ Sv,l2

+Sv,l2 ⊗ Sw,l3 ⊗ Su,l1

−Sv,l2 ⊗ Su,l1 ⊗ Sw,l3

+Sw,l3 ⊗ Su,l1 ⊗ Sv,l2

−Sw,l3 ⊗ Sv,l2 ⊗ Su,l1

















=
∑2

l1,l2,l3=1

[(

II3×I3 −Π
(I3)
u,w,v + Π

(I3)
v,w,u −Π

(I3)
v,u,w + Π

(I3)
w,u,v −Π

(I3)
w,v,u

)

· (Hu,l1 ⊗Hv,l2 ⊗Hw,l3)
]

⊗
[(

IJ3×J3 −Π
(J3)
u,w,v + Π

(J3)
v,w,u −Π

(J3)
v,u,w + Π

(J3)
w,u,v −Π

(J3)
w,v,u

)

· (Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sw,l3)
]

def
=
∑2

l1,l2,l3=1

[

ΛI3

· (Hu,l1 ⊗Hv,l2 ⊗Hw,l3)
]

⊗
[

ΛJ3

· (Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sw,l3)
]

=
(

ΛI3

⊗ ΛJ3

)

·
(

∑2
l1,l2,l3=1 Hu,l1 ⊗Hv,l2 ⊗Hw,l3 ⊗ Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sw,l3

)

def
= G ·

(

∑2
l1,l2,l3=1 Hu,l1 ⊗Hv,l2 ⊗Hw,l3 ⊗ Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sw,l3

)

, (A.0.5)où Π
(I3)
u,w,v ∈ RI3×I3 est une matrie de permutation relative à la matrie de référene II3×I3 =

Π
(I3)
u,v,w. L'indépendane linéaire de {Φ (Xu, Xv, Xv) | 1 6 u 6= v 6 R} ∪ {Φ (Xu, Xv, Xw) |1 6

u < v < w 6 R} est équivalente à l'indépendane linéaire des veteurs images. Ces dernierssont linéairement indépendants si et seulement si l'intersetion du noyau de G et du sous-espaegénéré par les veteurs
{

2
∑

l1,l2,l3=1

Hu,l1 ⊗Hv,l2 ⊗Hv,l3 ⊗ Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sv,l3 |1 ≤ u 6= v ≤ R

}

∪

{

2
∑

l1,l2,l3=1

Hu,l1 ⊗Hv,l2 ⊗Hw,l3 ⊗ Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sw,l3| 1 6 u < v < w 6 R

}ontient seulement le veteur nul. En d'autres termes, une base du noyau de G et es derniersveteurs doivent former un ensemble linéairement indépendant. La dimension du noyau de Gest I3J3 − rank(G).Pour tout triplet (l1, l2, l3) ave des valeurs dans ({1, 2}, {1, 2}, {1, 2}), d'après le Lemme 3,l'ensemble formé par une base du noyau de G et les (C3
R +2C2

R) veteurs Hu,l1⊗Hv,l2⊗Hw,l3⊗
Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sw,l3 est génériquement indépendant si

I3J3 − rank(G) + (C3
R + 2C2

R) ≤ I3J3 ⇔ C3
R + 2C2

R ≤ rank(G). (A.0.6)Puisque les matries Hr et Sr, r = 1 . . . R, sont génériquement de rang plein, les (C3
R + 2C2

R)veteurs ∑2
l1,l2,l3=1 Hu,l1 ⊗Hv,l2 ⊗Hw,l3 ⊗ Su,l1 ⊗ Sv,l2 ⊗ Sw,l3 sont linéairement indépendants



111si bien que l'ensemble formé par es veteurs et une base du noyau de G est génériquementlinéairement indépendant sous la même ondition que (A.0.6).Les matries ΛI3 et ΛJ3 sont onstruites uniquement à partir de matries de permutation eton peut montrer que rank(ΛI3

) = I(I−1)(I−2)
6

et rank(ΛJ3

) = J(J−1)(J−2)
6

. Par une propriété duproduit de Kroneker, on obtient
rank(G) =

I(I − 1)(I − 2)

6
.
J(J − 1)(J − 2)

6
. (A.0.7)La ombinaison de (A.0.6) et (A.0.7) montre que l'ensemble Ω est génériquement linéairementindépendant si et seulement si

C3
R + 2C2

R ≤
I(I − 1)(I − 2)

6
.
J(J − 1)(J − 2)

6
,e qui omplète la preuve du Théorème 6.2.



Annexe BEléments de Preuve de la Conjeture 6.3Dans ette annexe nous donnons les éléments de preuve de la Conjeture 6.3 du hapitre 6. Ladémarhe est la même que pour la preuve du Théorème 6.2, exeptée que la généralisation à
L > 2 implique des manipulations algébriques plus omplexes.Conjeture 6.3 La déomposition en termes de rang-(L,L,1) d'un tenseur d'ordre 3 est géné-riquement unique si

R ≤ K et CL+1
I .CL+1

J ≥ CL+1
R+L − R. (B.0.1)Cette onjeture généralise le as partiulier L = 2 du Théorème 6.2 à toutes les valeurs de L.Pour démontrer e théorème, nous utilisons plusieurs Lemmes intermédiaires.Lemme 4 Soient v1, . . . ,vM des veteurs linéairement indépendants de CNL+1. Soit Ωc l'en-semble des (CL+1

R+L −R) veteurs {(cu1
⊗ cu2

⊗ · · · ⊗ cuL+1
)|1 ≤ u1 ≤ · · · ≤ uL+1 ≤ R} onstruitainsi :- les veteurs cu1

⊗ cu2
⊗ · · · ⊗ cuL+1

, ave u1 = u2 = · · · = uL+1, ne sont pas inlus dans Ωc.- les veteurs générés par toute permutation des indies u1, u2, . . . , uL+1 de cu1
⊗cu2

⊗· · ·⊗cuL+1ne sont pas inlus dans Ωc .Si
R ≤ N et (CL+1

R+L − R) + M ≤ NL+1, (B.0.2)alors les veteurs vm, 1 ≤ m ≤ M , et les CL+1
R+L veteurs de l'ensemble Ωc sont linéairementindépendant pour un hoix générique de cr, 1 ≤ r ≤ R.Note : Le nombre d'éléments CL+1

R+L orrespond au nombre de possibilités pour hoisir L + 1objets parmi R objets di�érents, ave la possibilité de hoisir plusieurs fois le même objet (ils'agit de ombinaisons ave répétition). On soustrait alors R à CL+1
R+L ar R est le nombre defaçons de hoisir L + 1 fois le même objet, i.e. u1 = u2 = · · · = uL+1.112



113Lemme 5 Soient v1, . . . ,vM des veteurs linéairement indépendants de C(IJ)L+1. Soient a1, . . . , aRdes veteurs de CI et b1, . . . ,bR des veteurs de CJ . Si
R ≤ IJ + L and (CL+1

R+L − R) + M ≤ (IJ)L+1, (B.0.3)alors les veteurs
vm, 1 ≤ m ≤ M , et les (CL+1

R+L − R) veteurs de l'ensemble Ωab = {(au1
⊗ bu1

⊗ au2
⊗ bu2

⊗
· · · ⊗ auL+1

⊗ buL+1
)| 1 ≤ u1 ≤ · · · ≤ uL+1 ≤ R } onstruit omme suit :- les veteurs au1
⊗ bu1

⊗ au2
⊗ bu2

⊗ · · · ⊗ auL+1
⊗ buL+1

, ave u1 = u2 = · · · = uL+1 ne sontpas inlus dans Ωab- les veteurs générés par toute permutation des indies u1, u2, . . . , uL+1 de au1
⊗ bu1

⊗ au2
⊗

bu2
⊗ · · · ⊗ auL+1

⊗ buL+1
ne sont pas inlus dans Ωabsont linéairement indépendants pour un hoix générique de ar et br, 1 ≤ r ≤ R.En suivant la même démarhe que préédemment et en ombinant les Lemmes 4 et 5, on peutensuite prouver la Conjeture 6.3.
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