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ContexteContexteContexteContexte

� Domaine: Séparation aveugle de sources

� Application: Communications sans fil

� Système: DS-CDMA Multi-Utilisateurs, uplink, réseau d’antennes 
réceptrices

� Propagation: Trajets multiples engendrant de l’IES

� Hypothèses: R.I. du canal non connue, codes CDMA non connus, angles 
d’arrivée non connus: approche AveugleAveugleAveugleAveugle

� Objectif: Estimer la séquence de symboles émise par chaque utilisateur

� Approche: Déterministe, s’appuie sur l’algèbre tensorielle

Comment? Stocker les observations dans un tenseur d’ordre 3, 
puis le décomposer en une somme de contributionsdécomposer en une somme de contributionsdécomposer en une somme de contributionsdécomposer en une somme de contributions, une par  
utilisateur

� Idée sous-jacente: Modèle tensoriel plus riche qu’un modèle matriciel

Introduction
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Système CDMA considéré: coopératif vs. aveugleSystème CDMA considéré: coopératif vs. aveugleSystème CDMA considéré: coopératif vs. aveugleSystème CDMA considéré: coopératif vs. aveugle
Introduction

yk(t)
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L'approche aveugle: Pourquoi?L'approche aveugle: Pourquoi?L'approche aveugle: Pourquoi?L'approche aveugle: Pourquoi?

Plusieurs motivations:

Augmenter le débit ‘utile’ (séquence d’apprentissage=jusqu’à 50%
du  débit total en UMTS)

Interception de communications pour écoute discrète

Localisation de source

Si la séquence d’apprentissage est indisponible ou partiellement
reçue

Si le canal est très sélectif en fréquence, la séquence 
d’apprentissage en subit les effets

Méthodes aveugles robustes �méthodes semi-aveugles robustes

Introduction
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L'approche aveugle: Comment?L'approche aveugle: Comment?L'approche aveugle: Comment?L'approche aveugle: Comment?
Introduction

YYYYDiversité de 
code

Diversité 
temporelle

Diversité 
spatiale

K antennes 
réceptrices

Échantillonnage 
rythme chip

Observation des 
signaux pendant J.Ts

Construction du tenseur YYYY
d’ordre 3 contenant les 
observations

Traitement Numérique:  Egalisation et Séparation aveugle par décomposition de YYYY



L'approche aveugle: Comment? (suite)

K
J

YYYY

I

J
K

YYYYR

I=

J
K

I

YYYY1

+   … +

Décomposition de YYYY : somme des contributions des R utilisateurs

Structure algébrique des YYYYr ?

Diffère selon le scénario de 
propagation

Nécessité de construire 
différentes décompositions 

tensorielles

Partie I

Estimation des YYYYr ?

But: Séparation  + 
Egalisation aveugles

Construction d’algorithmes 
de calcul des 

décompositions tensorielles  

Partie II

Identifiabilité des YYYYr ?

Unicité des 
décompositions 

tensorielles

Contraintes sur les 
dimensions 

Partie III

Introduction
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Introduction

I. Les décompositions tensorielles
1. Trajets directs:
� Décomposition PARAFAC standard

2. Trajets multiples (réflexions champ lointain des antennes) + IES:
�Décomposition en Composantes Blocs de rang-(L,L,1) :  DCB(L,L,1)

3. Trajets multiples (modèle spéculaire) + IES:
�Décomposition en Composantes Blocs de rang-(L,P,.) :  DCB(L,P,.)

II. Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

III. Unicité des décompositions tensorielles

Conclusion et Perspectives
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Partie I: Les décompositions tensorielles

DécompositionDécompositionDécompositionDécomposition PARAFACPARAFACPARAFACPARAFAC
Si trajets directs uniquement (mélange instantané), YYYY suit une 
décomposition PARAFAC [Sidiropoulos, Giannakis & Bro, 2000].

aaaa1111 aaaaRRRR

I

K
J

= h1 hR

cccc1111

ssssRRRRssss1111

ccccRRRR

++ …

YYYY1 (Utilisateur 1) YYYYR (Utilisateur R)
YYYY

ccccr contient les I ‘chips’ du code d’étalement de l’utilisateur r

aaaar contient la réponse des K antennes à l’angle d’arrivée du trajet direct 

ssssr contient les J symboles successifs émis par l’utilisateur r

hr coefficient d’évanouissement (canal instantané)  

∑
R

=r
krjrirrijk asch=y

1

Modèle analytique:

Modèle algébrique:
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Modèle analytique:

s0   s1 s2 …………….   sJ-1

s-1  s0  s1  s2 ……………  sJ-2

HHHHr
SSSSr

T

aaaar

I

K

J

= ∑
=

R

r 1
I

J

LL

K

structure Toeplitz
(IES)

YYYY

L symboles 
interférents

∑∑
=

+−
=

−+=
L

l

r
ljr

R

r
krijk sIlihay

1

)(
1

1

))1((

Modèle algébrique:

DCBDCBDCBDCB----(L,L,1)(L,L,1)(L,L,1)(L,L,1)
Si trajets multiples dans le champ lointain + IES , YYYY suit une DCB-(L,L,1)
[De Lathauwer & De Baynast, 2003], [Nion & De Lathauwer, SPAWC 2007].

Partie I: Les décompositions tensorielles
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Modèle analytique:

1 trajet = 1 retard, 1 angle d’arrivée et 1 coeff d’évanouissement

∑∑ ∑ −−
R

=r

P

=p

L

=l

(r)
+ljrprpkijk )I)s(l+(ih)(θa=y

1 1 1
11

DCBDCBDCBDCB----(L,P,.)(L,P,.)(L,P,.)(L,P,.)
Si trajets multiples non uniquement dans le champ lointain + IES , YYYY suit 
une  DCB-(L,P,.) [Nion & De Lathauwer, ICASSP 2005].

Modèle algébrique: K

L

Hr SSSSr
T

AAAAr

I

K

J

= ∑
r= 1

R
J

L
s0   s1 s2 …………….   sJ-1

s-1  s0  s1  s2 ……………  sJ-2

I

P

P

YYYY

structure Toeplitz (IES)

P trajets

Partie I: Les décompositions tensorielles
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InconnuesInconnuesInconnuesInconnues pour pour pour pour chaquechaquechaquechaque décompositiondécompositiondécompositiondécomposition

ssssrrrr
I

K
J

=
hhhhrrrr

YYYY
∑
r= 1

R aaaarrrr
PARAFAC

RK

RJ

RI

C

C

C

×

×

×

∈
∈

∈

A

S

H

K

=

L
HHHHrrrr

aaaarrrr

I

J

SSSSr
T

LI

K

J

YYYY
∑
r= 1

R DCB-(L,L,1)

RK

RLJ

RLI

C

C

C

×

×

×

∈
∈

∈

A

S

H

Block-Toeplitz

K

=

L HHHHrrrr

AAAArrrr

I

P
P

SSSSr
T

J
LI

K

J

YYYY
∑
r= 1

R
DCB-(L,P,.)

RPK

RLJ

RPLI

C

C

C

×

×

×

∈
∈

∈

A

S

H

Block-Toeplitz

Partie I: Les décompositions tensorielles
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IndéterminationsIndéterminationsIndéterminationsIndéterminations des des des des décompositionsdécompositionsdécompositionsdécompositions

ssssrrrr

hhhhrrrr

∑
r= 1

R aaaarrrr

PARAFAC

= ssssrrrrrβ∑
r= 1

R
aaaarrrrrγ

hhhhrrrrrα
rrr γβα

1

]...1[,1 Rrrrr ∈∀=γβαSi

alors aaaarrrrrγ ssssrrrrrβ hhhhrrrrrα, et

sont aussi solutions.

DCB-(L,P,.) AAAArrrr

HHHHrrrr

AAAArrrr

SSSSr
T

∑
r= 1

R

HHHHrrrr SSSSr
T

∑
r= 1

R

=

rF 1−
rF

rG
1−

rG

DCB-(L,L,1)

HHHHrrrr

aaaarrrr

SSSSr
T

∑
r= 1

R

=
SSSSr

T

∑
r= 1

R

rF 1−
rF

aaaarrrrrγ

HHHHrrrr
1−

rγ

Partie I: Les décompositions tensorielles
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Conclusion de la Conclusion de la Conclusion de la Conclusion de la PartiePartiePartiePartie I: I: I: I: 

Les Les Les Les décompositionsdécompositionsdécompositionsdécompositions tensoriellestensoriellestensoriellestensorielles

Selon le scénario de propagation, le tenseur des 
observations suit un modèle algébrique particulier. 

Généralisation des travaux de [Sidiropoulos et al., 2000]
PARAFAC � DCB-(L,L,1) � DCB-(L,P,.).

Nécessité de construire des algorithmes de calcul des 
décompositions tensorielles réalisant conjointement la 
séparation et l’égalisation aveugles.

Séparation aveugle: estimation de A A A A , SSSS, et H H H H .
Egalisation aveugle: nous choisissons de préserver la

structure Toeplitz des SSSSrrrr.

Partie I: Les décompositions tensorielles
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Introduction

I. Les décompositions tensorielles

II. Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

1. Moindres Carrés Alternés (ALS pour “Alternating Least Squares”)

2. Ajout d’une étape d’interpolation linéaire dans l’ALS

3. L’algorithme de Levenberg-Marquardt (LM)

4. Compression des données

5. Calcul par EVD - Initialisation

IV. Unicité des décompositions tensorielles

Conclusion et Perspectives
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Algorithmes développés
� Décomposition de YYYY Estimation des composantes A, S et H

� Minimisation de la norme frobenius des résidus
2

)ˆ,ˆ,ˆ(Y=Φ
F

Tens ASH−

PARAFAC

ALS

ALS + LS

LM

Compression

Initialisation

Séparation aveugle

ALS

ALS + LS

LM

Compression

Initialisation

DCB-(L,L,1)

DCB-(L,P,.)

généralisation

Séparation et 
égalisation aveugles

Tens = PARAFAC ou DCB-(L,L,1) ou DCB-(L,P,.)

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Ecritures matricielles du tenseur des observations

[ ]kcat YY KJI =×

[ ]icat YY IKJ =×

][ jcat YY JIK =×

),(

),(

),(

3

2

1

SHZAY

ASZΗY

HAZSY

JIK

KJI

IKJ

⋅=
⋅=
⋅=

×

×

×

Z1, Z2 et Z3 sont construites à partir de 2 matrices inconnues et 
leur structure dépend de la décomposition tensorielle considérée.

Pour PARAFAC, DCB-(L,L,1) et DCB-(L,P,.), on peut écrire

2

3

2

2

2

1

)ˆ,ˆ(ˆ

)ˆ,ˆ(ˆ

)ˆ,ˆ(ˆ

F

F

F

SHZAY

ASZΗY

HAZSY

JIK

KJI

IKJ

⋅−=Φ

⋅−=Φ

⋅−=Φ

×

×

×

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

Diversité 

temporelle J
Diversité 

spatiale K

Diversité 

de code  I kY

iY

jY

YYYY
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AlgorithmeAlgorithmeAlgorithmeAlgorithme 1: ALS «1: ALS «1: ALS «1: ALS « Alternating Least SquaresAlternating Least SquaresAlternating Least SquaresAlternating Least Squares »»»»

� Principe: Mise à jour alternée des trois matrices AAAA=[AAAA1,…,AAAAR], SSSS=[SSSS1,…,SSSSR] et 
HHHH=[HHHH1,…,HHHHR] par la résolution de 3 systèmes d’équations linéaires au sens des 
moindres carrés. 

� Pour chaque système: minimisation de la même fonction de coût par rapport à
une seule matrice.

Problème: Avec cette mise à jour, la structure Block-Toeplitz de S S S S est perdue à 
cause de l’indétermination � l’égalisation n’est pas réalisée

[ ]
[ ]
[ ]

1

)3()ˆ,ˆ(ˆ

)2()ˆ,ˆ(ˆ

)1()ˆ,ˆ(ˆ

)10  (e.g.    

1,ˆ,ˆ :tionInitialisa

)()(
3

)(

)1()(
2

)(

)1()1(
1

)(

6-)()1(

)0()0(

+←
⋅=

⋅=

⋅=

=>Φ−Φ

=

×

−
×

−−
×

−

kk

while

k

kkk

kkk

kkk

kk

SHZYA

ASZYH

HAZYS

HA

JIK

KJI

IKJ

εε

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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µL’indétermination sur S se résume alors à un facteur d’échelle complexe      

)),( HAZSY IKJ 1
1()( −

× ⋅= µµ

ALS: préservation de la structure Toeplitz

),(1 HAZSY IKJ ⋅=×

1)1(
21 C]...[ ×−+∈= LJR

Rssss

…

L

J

L

RL

=S

générée par

0

0 ………..……0

0 ……..........00

0 ………...…..0

0 ……........0

1G

1G

1G

1G

0 ………..……0

0 ……..........00

0 ………...…..0

0 ……........0

RG

RG

RG

RG

0

JIK

R(J+L-1)

=),(
~

1 HAZ

sHAZ ⋅= ),(
~

1JIKY
vectorisation

MAJ de s

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

Equation (1) de l’ALS 
remplacée par

[ ] JIK
kkk Y⋅= −− )ˆ,ˆ(

~ˆ )1()1(
1

)( HAZs
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� Convergence au mieux linéaire. 

� Apparition de paliers � Grand nombre d’itérations nécessaire

� Nécessité de trouver des algorithmes plus performants pour réduire la 
longueur des paliers

Problème «facile» Problème «difficile»

Convergence de Convergence de Convergence de Convergence de l’ALSl’ALSl’ALSl’ALS

Long palier

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

DCB-(L,P,.)

I=8, J=50, K=6,

L=2, P=2, R=3

DCB-(L,P,.)

I=8, J=50, K=6,

L=2, P=2, R=3
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AlgorithmeAlgorithmeAlgorithmeAlgorithme 2:  Insertion 2:  Insertion 2:  Insertion 2:  Insertion d’uned’uned’uned’une étapeétapeétapeétape d’interpolationd’interpolationd’interpolationd’interpolation linéairelinéairelinéairelinéaire
(LS = “Line Search”) (LS = “Line Search”) (LS = “Line Search”) (LS = “Line Search”) dansdansdansdans l’ALSl’ALSl’ALSl’ALS

A chaque itération, interpolation linéaire des 3 composantes AAAA, HHHH et SSSS à
partir de leurs valeurs aux 2 itérations précédentes.

1.Line Search:

2.Puis Mise à jour ALS 

Choix du pas     important
)ˆˆ(ˆˆ

)ˆˆ(ˆˆ

)ˆˆ(ˆˆ

)2()1()2()(

)2()1()2()(

)2()1()2()(

−−−

−−−

−−−

−+=

−+=

−+=

kkknew

kkknew

kkknew

HHHH

AAAA

SSSS

ρ
ρ
ρ

[ ]
[ ]
[ ]

1

)ˆ,ˆ(ˆ

)ˆ,ˆ(ˆ

)ˆ,ˆ(
~ˆ

)()(
3

)(

)()(
2

)(

)()(
1

)(

+←
⋅=

⋅=

⋅=

×

×

kk

Y

kkk

newkk

JIK
newnewk

SHZYA

ASZYH

HAZs

JIK

KJI

ρ

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

Directions de recherche
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ChoixChoixChoixChoix dudududu pas de pas de pas de pas de l’interpolationl’interpolationl’interpolationl’interpolation linéairelinéairelinéairelinéaire
[Harshman, 1970] « LSH » 25.1Choisir =ρ

[Rajih, Comon, 2005]  « Enhanced Line Search (ELS) »
6. degré de polynôme   réels tenseurs des Pour =Φ=Φ )(),,( )()()( ρnewnewnew HSA

[Nion, De Lathauwer, SPAWC 2006]   

«Enhanced Line Search with Complex Step (ELSCS) »

)
2

tan(
),(

:

),(
:

),(),,(

.
)()()(

θ
θ

θθ

θθ

θ
θ

ρ θ

==
∂

Φ∂

=
∂

Φ∂

Φ=Φ

=

t
m

m

m
m

m
m

m

m

em
newnewnew

i

 en 6 degré de polynôme  fixé,  pour  de MAJ

 en 5 degré de polynôme fixé,  pour  de MAJ

:  de et  de alternée MAJ

 a On

 optimal.  de recherche complexes, tenseurs des Pour

HSA

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

[Bro, 1997] « LSB » 3/1k=ρ Choisir
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Problème «facile» Problème «difficile»

� ELSCS: réduction considérable de la taille des paliers

� Coût de l’itération ELSCS faible (racines de polynômes) par rapport au côut 
de l’itération ALS

Convergence de Convergence de Convergence de Convergence de l’algorithmel’algorithmel’algorithmel’algorithme 2: ALS + interpolation 2: ALS + interpolation 2: ALS + interpolation 2: ALS + interpolation linéairelinéairelinéairelinéaire
Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Algorithme 3: LM « Levenberg-Marquardt »

� Méthode d’optimisation alternative à l’ALS

� Concaténation de toutes les inconnues vec(AAAA), vec(HHHH) et ssss dans un long vecteur pppp

� Mise à jour de p:p:p:p:

� Gauss-Newton:

� Levenberg-Marquardt:

� La matrice est définie positive donc on peut résoudre (3) 
efficacement par une décomposition de Cholesky suivie de 2 éliminations de Gauss.

� Selon le conditionnement de JJJJHHHHJJJJ, on ajuste la valeur de λ à chaque itération.

� Si λ grand donc de type descente de gradient 

� Si λ petit donc de type Gauss-Newton

g∆p
λ

(k) 1−≈

g∆pJJ −≈(k)H )(

(1)       1 (k)(k))(k
∆ppp +=+

(2)                   )( g∆pJJ −=(k)H

(3)                      )( g∆pIJJ −+ =(k)H λ

)( IJJ λ+H

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Convergence des algorithmes ALS, ALS+ELSCS et LM 

Problème «facile» Problème «difficile»

Descente de Gradient

Gauss Newton 
(convergence quadratique)

LM: nécessite beaucoup moins d’itérations qu’ALS

ELSCS: nécessite moins d’itérations qu’ALS
A quel prix?

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Compression du tenseur des observations 

Facteur
d’étalement I

Nb de symboles J

= Dimension “= Dimension “= Dimension “= Dimension “longuelonguelonguelongue””””

=
YYYY

Nb d’antennes K

YYYY1I

K
N

N

J

U U U U T

Décomposition du tenseur réduit YYYY1111 (N<J), puis
retour à l’espace original après convergence

PARAFAC:  N=R

DCB: N=RL

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

Compression � réduction 
considérable du coût de calcul
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Initialisation des algorithmes

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

� Problème: paliers plus ou moins longs selon l’initialisation.

� Première solution: choisir n initialisations aléatoires et garder la meilleure mais coût de 
calcul multiplié par n.

� Solution proposée: initialiser en exploitant le tenseur des observations.

Les tranches Yk (IxJ) de YYYY vérifient:

T
KK

T

T

SHY

SHY

SHY

⋅Λ⋅=

⋅Λ⋅=

⋅Λ⋅=

MM

22

11

PARAFAC et DCB-(L,L,1) DCB-(L,P,.)
Les tranches YYYYi (KxJ) de YYYY vérifient:

T
II

T

T

SAY

SAY

SAY

⋅Λ⋅=

⋅Λ⋅=

⋅Λ⋅=

MM

22

11

où les sont block-diagonalesRLRL
i C ×∈Λoù les sont diagonalesiΛ

HHYY ⋅Λ⋅Λ⋅=⋅ − )()( 1

2121 kkkk
AAYY ⋅Λ⋅Λ⋅=⋅ − )()( 1

2121 iiii

)0(ĤEstimation de puis de et 
)0(Ŝ )0(Â

)0(ÂEstimation de puis de et 
)0(Ŝ )0(Ĥ
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Impact de l’initialisation sur les performances

Init par technique proposéeUne seule init. aléatoire

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

Simulations avec GCD-(L,L,1), I=8, J=100, K=8, L=2, R=4 
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Impact du conditionnement

Données non-bruitées, on fait varier le conditionnement de A

ALS: paliers de plus en plus longs quand augmente

ELSCS: l’interpolation linéaire permet de réduire ces paliers

LM:  très peu sensible au conditionnement de A

)(Aκ

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Impact de l’effet Near-Far

B
Y

Y
Y +=∑

=
F

R

r
r

r

r

1

α

1)( =Yκ 5)( =Yκ

)min(

)max(
)(

r

r

α
ακ =Y

DCB-(L,L,1) avec I=4, J=100, K=4, L=2, R=5 et 10 initialisations différentes.

Problème difficile car:  R>I  et  R>K 

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Etat de l’art: Algorithmes existants pour PARAFAC (ALS, ALS+ELS, LM, …)

Contributions et Résultats:
- Généralisation de ces algorithmes au calcul des DCB.
- Préservation de la structure Toeplitz (égalisation).
- ELS généralisé au cas complexe: ELSCS.

Compression:  réduction du temps de calcul sans perte de performances.

Initialisation: exploitation du tenseur des observations pour construire une
initialisation performante.

Performances: 
- LM et ELSCS convergent (beaucoup) plus vite qu’ALS.
- LM beaucoup moins sensible au conditionnement et à l’effet Near-Far.

Conclusion de la Conclusion de la Conclusion de la Conclusion de la PartiePartiePartiePartie II: II: II: II: 

AlgorithmesAlgorithmesAlgorithmesAlgorithmes de de de de calculcalculcalculcalcul des des des des décompositionsdécompositionsdécompositionsdécompositions tensoriellestensoriellestensoriellestensorielles

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Introduction

I. Les récepteurs aveugles tensoriels

II. Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles

III. Unicité des décompositions tensorielles

1. PARAFAC

2. DCB-(L,L,1) 

3. DCB-(L,P,.)

Conclusion et Perspectives
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(1)         )(R+(K,R)(J,R)+(I,R)+ 12minminmin ≥

(2)                   
2

1
2

1
2

1
  et  

)R(R)K(K)I(I
RJ

−≥−−≥

Borne Borne Borne Borne d’unicitéd’unicitéd’unicitéd’unicité de la de la de la de la décompositiondécompositiondécompositiondécomposition PARAFACPARAFACPARAFACPARAFAC
Borne générique suffisante 1
[Kruskal 1977] :

Borne générique suffisante 2
[Castaing & De Lathauwer 2005] :

Questions: La borne (2), beaucoup moins contraignante, a été trouvée en reformulant la 
décomposition PARAFAC comme un problème de diagonalisation simultanée (SD) d’un 
ensemble de matrices.

� Peut-on reformuler les DCB comme un problème de SD?

� Si oui, en résulte t-il une nouvelle borne d’unicité pour les DCB?

Réponses: Oui et Oui, nous l’avons montré pour la DCB-(L,L,1)

Partie III: Unicité des décompositions tensorielles
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+
++ .),min(
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Borne suffisante 1

[De Lathauwer 2006]

Borne suffisante 2
[Nion & De Lathauwer 
SIMAX, 2007] :

Démarche pour trouver la borne (2):

- Reformulation de la DCB-(L,L,1) en un problème de SD.

- Cette reformulation est basée sur l’indépendance linéaire d’un ensemble de vecteurs.

- La borne (2) est en réalité la condition générique d’indépendance de ces vecteurs.

- Cette borne a été prouvée pour L=2.

- La démonstration est en cours pour L>2. 

- L’hypothèse implique que la dimension 
« longue » est K

Partie III: Unicité des décompositions tensorielles

où  
)!(!

!

knk

n

−
=k

nC

 ),min( KIJR ≤
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BornesBornesBornesBornes d’unicitéd’unicitéd’unicitéd’unicité de la DCBde la DCBde la DCBde la DCB----(L,L,1) (suite)(L,L,1) (suite)(L,L,1) (suite)(L,L,1) (suite)
Partie III: Unicité des décompositions tensorielles

Nouvelle borne beaucoup moins contraignante que la précédente car on peut 
extraire beaucoup plus de contributions.



Performance de Performance de Performance de Performance de l’algorithmel’algorithmel’algorithmel’algorithme de SDde SDde SDde SD

I=6, J=6, K=8, L=2, R=7 borne (1) non satisfaite, borne (2) 
satisfaite

- Même après 10 initialisations aléatoires, l’algorithme ALS n’atteint pas les 
performances de l’algorithme SD.

- La diagonalisation simultanée en elle-même est très rapide.

Partie III: Unicité des décompositions tensorielles

- Mais les manipulations algébriques nécessaires pour arriver au système de matrices à 
diagonaliser sont excessivement coûteuses dès que L>2.

- De plus , la structure Toeplitz est perdue.
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Pour chaque décomposition: 
condition d’unicité = borne sur le nombre d’utilisateurs admissibles.

Conclusion de la Conclusion de la Conclusion de la Conclusion de la PartiePartiePartiePartie III: III: III: III: 

UnicitéUnicitéUnicitéUnicité des des des des décompositionsdécompositionsdécompositionsdécompositions tensoriellestensoriellestensoriellestensorielles

PARAFAC: reformulation de la décomposition en terme d’un système de 
matrices à diagonaliser conjointement mène à une borne beaucoup moins
contraignante que la borne de Kruskal.

Ce résultat a été généralisé à la DCB-(L,L,1), dans le cas où la dimension 
« longue » est portée par K, i.e. par les termes de rang 1. [SIMAX, 2007]

DCB-(L,P,.): une borne suffisante existe [De Lathauwer, 2006]
Perspective: assouplir cette borne.
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Modélisation:

� Récepteur PARAFAC ‘classique’: ok si trajets directs (séparation aveugle d’un 
mélange instantané)

� Récepteur DCB: trajets multiples + IES (séparation + égalisation aveugles)

Approche:

� Déterministe, exploitation de la multilinéarité du signal reçu, i.e. de la structure 
algébrique du tenseur des observations. 1 diversité =  1 dimension du tenseur.

Algorithmes:

� ALS sensible au conditionnement, à l’initialisation et à l’effet near-far                          
� ALS+ELSCS et surtout LM préférables.

� Techniques de compression et d’initialisation pour améliorer les performances

Performances:

� Récepteurs aveugles DCB proches du MMSE non-aveugle.

Unicité:

� Une nouvelle borne d’unicité a été trouvée pour DCB-(L,L,1).

Conclusion Conclusion Conclusion Conclusion GénéraleGénéraleGénéraleGénérale
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PerspectivesPerspectivesPerspectivesPerspectives

Nouvelle borne d’unicité pour la DCB-(L,P,.).

Nouvelle borne d’unicité pour  DCB-(L,L,1) dans le cas où la dimension « longue » est 
portée par I ou J, i.e. par l’une des deux matrices de rang-L.

Appliquer les décompositions tensorielles en composantes blocs à des problèmes 
multivariés pour lesquels la capacité de modélisation de la décompositions PARAFAC 
n’est pas suffisante.

Aspects à étudier :

Post-Doctorat : (avec Pr. Sidiropoulos, Grèce, financement DGA)

Méthodes de poursuites de sous-espaces vectoriels pour les décompositions 
tensorielles. 

Long-Terme :

Exploitation de la connaissance des codes CDMA (applications civiles) dans les DCB.
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Les Les Les Les tenseurstenseurstenseurstenseurs: un : un : un : un nombrenombrenombrenombre croissant croissant croissant croissant d’applicationsd’applicationsd’applicationsd’applications
Introduction

� Vecteur = Tenseur d’ordre 1,       Matrice = Tenseur d’ordre 2

� Tenseur d’ordre N = entité dont les éléments sont désignés par N indices

� De plus en plus d’applications impliquent la manipulation de tenseurs:

� Phonétique

� Psychométrie

� Chimiométrie

� Traitement d’images

� Programmation scientifique

� Séparation de sources et Analyse en Composantes Indépendantes

� Télécommunications    

� etc…

Contexte de l’étude
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ChoixChoixChoixChoix dudududu pas de pas de pas de pas de l’interpolationl’interpolationl’interpolationl’interpolation linéairelinéairelinéairelinéaire

[Bro, 1997] « LSB »
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[Harshman, 1970] « LSH » 25.1Choisir =ρ

[Rajih, Comon, 2005]  « Enhanced Line Search (ELS) »
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[Nion, De Lathauwer, 2006]   «Enhanced Line Search with Complex Step (ELSCS) »
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Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Test 1: pas d’effet near-far
Tous les utilisateurs contribuent à puissance égale au signal 

global reçu 

Paramètres: [I J K L P R]=[6 50 6 2 2 3], QPSK
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Test 2: effet near-far 
Certains utilisateurs « éblouissent les autres » 

Paramètres: [I J K L P R]=[6 30 6 2 2 3], QPSK

User 1: 
P1=1

User 2: 
P2=5

User 3: 
P3=10
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Compression du tenseur des observations 

Facteur
d’étalement I

Nb de symboles J

= Dimension “= Dimension “= Dimension “= Dimension “longuelonguelonguelongue””””

=
YYYY

Nb d’antennes K

YYYY1I

K
N

N

J

U U U U T

Décomposition du tenseur réduit YYYY1111 (N<J), puis
retour à l’espace original après convergence

1ZSY IKJ ⋅=×
. alors   Si . :PARAFAC RrankRIKJC RJ =≥∈ ×

× )(),min( IKJYS

.)( alors  ),min( Si

 . :P,.)(L,-et  L,1)(L,-DCB

RLrankRLIKJ

C RLJ

=≥
∈

×

×

IKJY

S

SVD de YJxIK:

YJxIK =J

IK

J

N

U

N
N

N
IK
Y1Σ1 YYYY1111====Tens(Σ1 Y1)

PARAFAC:  N=R

DCB: N=RL

sous-espace 
signal

sous-espace 
bruit

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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LM: plus coûteux qu’ALS

ELSCS: à peine plus coûteux qu’ALS
Le coût devient prohibitif pour 
de grandes dimensions.

Coût de calcul des algorithmes ALS, ALS+ELSCS et LM 

Evolution du temps de calcul par itération lorsque l’une des dimensions augmente 
(ici augmentation du nombre de symboles J).

PARAFAC DCB-(L,P,.)

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Compression � réduction considérable du coût de calcul

Pas de perte de performance car on tronque la SVD en préservant la 
dimension originale du sous-espace signal. 

Coût de calcul après compression 

PARAFAC DCB-(L,P,.)

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Importance de  l’initialisation

- Modèle non bruité

- 3 initialisations aléatoires 
différentes.

� Techniques itératives: importance de l’initialisation          .

� Première solution: choisir n initialisations aléatoires et garder la meilleure. 
Problème:  coût de calcul multiplié par n.

� Solution proposée: initialiser en exploitant le tenseur des observations.

)0()0()0( ˆ,ˆ,ˆ ASH

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Initialisation des algorithmes

PARAFAC et DCB-(L,L,1)

Les tranches Yk (IxJ) de YYYY vérifient

T
KK

T

T

SDHY

SDHY

SDHY

⋅⋅=

⋅⋅=

⋅⋅=

MM

22

11

Génériquement, on a

Hypothèse

DDDDk =

(JxRL)(JxR)SSSS

(IxRL)(IxR)HHHH

DCB-(L,L,1)PARAFAC

)]([ :,kdiag A
Lkdiag IA ⊗)]([ :,

),min( JIR ≤ ),min( JIRL ≤

HDDHYY ⋅⋅⋅=⋅ − )()( 1

2121 kkkk

)(
21 kk YY ⋅)0(Ĥ estimé comme les R (ou RL) premiers vecteurs propres de 

)(ˆ )0( TT
k HYS = puis on déduit )0(Â

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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DCB-(L,P,.)

On suppose  K)min(J,RL et  PL ≤=

)0()0()0( ˆ,ˆ,ˆ ASHComme pour PARAFAC et DCB-(L,P,.), on peut estimer

Technique basée sur l’EVD pour l’initialisation (suite)

Les tranches Yi (KxJ) de YYYY vérifient

T
II

T

T

SAY

SAY

SAY

⋅Λ⋅=

⋅Λ⋅=

⋅Λ⋅=

MM

22

11

RLJRPK CC ×× ∈∈ SA ,où et où les sont block-diagonales
RLRL

i C ×∈Λ

Contraignant en pratique: L=nb. d’IES, P=nb. de trajets, K= nb. d’antennes

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Impact de l’initialisation sur les performances
Init par EVD

Conclusion Calcul par EVD

- Contraintes sur les dimensions

- Absence de bruit: cette technique permet de trouver les composantes 

(aux indéterminations du modèle près) sans recourir à une méthode itérative.

- Présence de bruit: cette technique fournit une initialisation efficace aux algorithmes 
itératifs (ALS, ELSCS, LM, etc).                            

ASH ,,

Une seule init. aléatoire

Partie II: Algorithmes de calcul des décompositions tensorielles
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Impact du nombre d’antennes

DCB-(L,P,.) avec I=12, J=100, L=2, P=2 et 10 initialisations différentes.

K=4 antennes et R=5 utilisateurs K=6 antennes et R=3 utilisateurs

Partie III: Résultats de Simulations
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Sur-estimation du nombre de trajets P

Tenseur des observations construit avec P=3 trajets par utilisateurs

Calcul de sa décomposition avec une sur-estimation (P=4 et P=5) ou une sous-estimation (P=2) 
de ce facteur.

Erreur quadratique moyenne sur la matrice de symbols  vs. SNR
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Effet Near-Far sur des données non-bruitées

Pourcentage de simulations réussies 

(au moins une des 10 initialisations aléatoires 
converge vers le min. global)

Parmi les simulations réussies, combien 
d’initialisations sur 10 ont mené au min. global?
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Effet Near-Far sur des données non-bruitées (suite)

Nombre d’itérations moyen parmi les simulations 
réussies

Temps moyen parmi les simulations réussies
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Préservation de la structure Toeplitz

Impact de la préservation de la structure Toeplitz et 
de la projection sur une alphabet limité à chaque 
itération.

BER vs. SNR

Impact de la préservation de la structure Toeplitz et 
de la projection sur une alphabet limité à chaque 
itération.

Nb. d’itérations vs. SNR
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Hypothèse:

r

R

r
rr

T
rr aXaSH oo ∑∑

==

=⋅=
1

)(
R

1r

Y

HHHHr

aaaarrrr

SSSSr
T∑

r= 1

R

= ∑
r= 1

R
aaaarrrr

I

J

L

L

XXXXr
I

Jrang L

),min( KIJR ≤

2 expressions pour 

( ) TT
Rvecvec AXAXXY ⋅=⋅= ~
)()( 1 L

HH VEVΣUY ⋅=⋅⋅=

KJI×Y telle queRRC ×∈∃W

HT VWA

WEX

⋅=
⋅=

−1

~

Objectif: trouver W

Reformulation de la DCBReformulation de la DCBReformulation de la DCBReformulation de la DCB----(L,L,1) en un (L,L,1) en un (L,L,1) en un (L,L,1) en un problèmeproblèmeproblèmeproblème de SDde SDde SDde SD
Partie IV: Unicité des décompositions tensorielles
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Reformulation de la DCBReformulation de la DCBReformulation de la DCBReformulation de la DCB----(L,L,1) en un (L,L,1) en un (L,L,1) en un (L,L,1) en un problèmeproblèmeproblèmeproblème de SD (suite)de SD (suite)de SD (suite)de SD (suite)
R R

)(...)( 1 Rvecvec XX   )(...)( 1 Rvecvec EE   JI JI W=

= ++LI

J

rX I

J

1E I

J

REr1W RrWRr K1=  Pour

Les coeff. de     sont ceux de combinaisons linéaires des      qui mènent aux matrices      de rang LrXrEW

Outil: mapping      pour la détection de rang-L. Soit , alors 

si et seulement si est au plus de rang L

ψ JI
r C ×∈X 0),,,( =rrr XXX Kψ

rX

peut ensuite  être estimée par la diagonalisation simultanée du système de matricesW

T
I

T

T

WWM

WWM

WWM

R

2

1

⋅Λ⋅=

⋅Λ⋅=

⋅Λ⋅=

MM

2

1

Partie IV: Unicité des décompositions tensorielles

WEX ⋅=~
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BornesBornesBornesBornes d’unicitéd’unicitéd’unicitéd’unicité de la DCBde la DCBde la DCBde la DCB----(L,P,.)(L,P,.)(L,P,.)(L,P,.)
Borne suffisante 1
[De Lathauwer 2006]

Plus d’utilisateurs (R=6) 
que d’antennes (K=4)

Facteur
d’étalement

Nb. de symboles

Nb. d’antennes

Nb. d’IES

Nb. de trajets
Nb. Max 
d’utilisateurs

2

2
2
L

4

6
4
K

50

50
50
J

6

4
2
R maxR maxR maxR max

212

26
24
PI

Partie III: Unicité des décompositions tensorielles
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Ecriture matricielle d’un Tenseur d’ordre 3 (1)

Découpage du tenseur selon 3 modes:

Mode1:découpage ‘gauche-droite’

Outils algébriques
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Mode2:découpage ‘avant-arrière’

Mode3:découpage ‘haut-bas’

Outils algébriques

Ecriture matricielle d’un Tenseur d’ordre 3 (2)
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Quelques outils d’algèbre multilinéaire (1)

Soient A et B Є ℜ2*2        A=     a11 a12 et      B=   b11 b12

a21 a22 b21 b22

Le produit de kronecker:           A⊗B =  a11B   a12B      Є ℜ4*4 

a21B   a22B

Le produit de Kathri-Rao: A�B=    a11 b11 a12  b12 Є ℜ4*2 

b21  b22

a21 b11 a22  b12

b21 b22

(= produit de kronecker des colonnes)

Outils algébriques
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Quelques outils d’algèbre multilinéaire (2)

Le rang de Kruskal (k-rank): si k(A)=p alors n’importe quelle matrice 
formée de p colonnes de A est de rang plein, ceci n’étant pas vérifiée pour p+1. 

exemple:   A=  0  1  2 rank(A)=2   mais k(A)=1

1  0  0

Le k’-rank, généralise le k-rank: si A Є ℜI*LR est partitionnée A=[A1 ….AR] alors 
k’(A)=p est le nombre max tel que n’importe quelle matrice formée de p sous-blocs 
de A présente des colonnes linéairement indépendantes.

exemple:A=   1 0  0 0  2  0 A3=2A1+3A2 donc k’(A)≠3

0 1  0 0  0  2 rank([A1 A2])=rank([A1 A3])=rank([A2  A3])=4  donc

0 0  1 0   3  0 k’(A)=2

0 0   0 1  0  3

Outils algébriques


